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implicat cámpul radiaţiilor optice, de ех. interferența. sau difractia, au 
evidențiat faptul că acestea pot fi analizate considerând modelul 
ondulatoriu al câmpului, în timp ce alte fenomene, de ex. efectul 
fotoelectric sau efectul Compton, pot fi analizate numai acceptând 
modelul corpuscular. In acest sens s-a stabilit са între mărimile fizice 
caracteristice modelului ondulatoriu (у = frecvența oscilaţiilor, 


ono) — vectorul de undă, К - versorul directiei 
© 


lui de undă) şi cele caracteristice modelului corpuscular (E -~ 
fotonului, p - impulsul acestuia) există următoarele legături: 
а) E-hv-ho, 


mielor asupra 


шде} istorice a cunosti 
izate detaliat 


al evoh 


au fost evidențiate gi anali 


începutul sec. 20) 
а s-a introdus 


Din punct de vedere 
câmpului radiaţiilor optice: întâi 
caracteristicile ondulatorii, iar ulterior (la 
stabilite experimental caracteristicile corpusculare. De acee 
ideea ataşării caracteristicilor corpusculare câmpului 
radiaţiilor optice Tot la începutul sec 20 s-a stabilit pe 
experimentală, existența unor particule eli мее ale 
materiei 

In 1923, Louis de Broglie ("Nature" 112, 540 (1923)). 
generalizând observaţiile asupra dualismului undă-corpuscu 
câmpului radiațiilor Optice, a propus atribuirea caracteristicilor ondulatorii 
oricărei particule. Cu alte cuvinte: în cazul particular al сап 
radiaţiilor optice, relapa (1.1) s-a ОШ de la dreapta Spre stânga 
(caracterului 'ondulator i s-a atribuit caracteristici corpusculare); Louis de 
Broglie a propus citirea acestei relații de la stânga spre 
caracteristici ondulatorii oricărei particule în mişcare. 
Conform acestei ipoteze. о particulă cu energia 
c manifesta ca o undă caracterizată prin frecvența V 
Ipoteza a putut explică rezultatele experienței de imprástiere а 
оре rețeaua unei substanțe cristaline, efectuată de către С. 
|L. Н. Germer (Phys. Rev, 30, 705 ( 1927)). Acestea indicau 
‚ а electronilor în urma imprăştierii lor de câtre rețeaua 

atoare cu difracția razelor-X pe aceeaşi retea Rezultatele 
"Thomson asupra difractiet 


au fost 


ondulator al 
cale 


ementare constit 


] caractenstic 


рої 


dreapta, atribuind 


E şi impulsul p зе 
şi vectorul de 


i GP 
йг 


experiențele recente ale 


libere căreza i s-a ataşat funcția de undă descrisă е 

(1.2) Y(x,i)- A expli - x-ot)], 

unde А reprezintă o mărime complexă. (In cele ce urmează mărimea x. 

reprezenta vectorul de poziție al punctului în care se apreciază funcția 

undă). Intre energia și impulsul particulei există legătura; 
2 


р 


(1.3) com (m - masa particulei considerate) 


Ecuatia a cărei soluție езге funcția (1.2). trebuie să reprezinte echivalentul 
relației (1.3). Pentru а stabil această ecuație folosind relaţiile (1.1a, b), se 


observă existenta pi legátun. 


(1 4a) ny (x,1)- ħoexplilk -x-ot)]= E w(x.1) 


(1.4) E x )-2- k? expli(k -x — ыў- Pw). 

2mâ 
Prin urmare relaţia (1.3) conduce la ecuația: 

h^ oo д 

as 2ш ax? ыл д Y). 
a cărei solute este de forma (1.2). Relaţia (1.5) reprezintă ecuația 
Schrödinger, soluţia acesteia descrie comportarea în spațiu şi timp a 
particulei. libere considerate. Ecuația se referă la cazul particulelor 


ET 


Pa- „ү „үм 
E un. 


me specifice fizicii laserilor Si opticii 


întâlnit în proble! 
e ecuaţiile Dirac. 


nerelatviste- 
e descris di 


cuantice cazul relativist est 

2. Cazul particulei supusă acțiunii unui câmp de forțe. liber (1 
А : \ identic 

btinut dintr-un potential \/(хї) Dacă 

legii conservării energiei suma energiei А Сар 


e interacțiunea dintre 


Câmpul de forțe poate fi ol 


ste conservativ, conform 


câmpul e: 
ei potenţiale де 


cinetice a particulei ў а celi 
este constantá: 


xerminatà d 


particulă şi câmp 


(2.1) 
anul clasic al sistemului 


totală, reprezintă hamiltoni: 


unde E - energia 
Relaţia. (1:3), folosind (2.1), conduce la următoarea formā a сае. 
Schrödinger (23) 
кыша Solut 
P evo) ro) = №0 TED ES паҹ (24) 
|2m 2m x Q1) 7 hz (х„!) i 2 4) 
Dacă se notează й,(х)= BETIS ecuaţia Schrodinger Deo: 
vus func! 
forma generală E. 
пв) 1) T 
2.5 


Gon. 
porenpalu nu depinde de timp y(x), se obpne ecuaţia 
entă de timp în acest caz, operatorul din partea 

à le şi acţionează asupra 
ipta conține numai rriabila. 


iar ecuatia Schrödinger evidențiază o ecuație diferențială de 
două variabil- x şi £. Pentru a о rezolva, dependența de x şi / se 
' factorizarea funcției de undă sub forma: 
(2.3) Ч(хы)= o(x)t(r). 
Soluția de acest tip, introdusă in ecuaţia (1.5), conduce la: 
2 
e» i df(). À 1 а(х) 


ғ) а 2m ф(х) dx 


Deoarece partea din stânga, respectiv din dreapta a ecuaţiei (2.4) sunt 


funcni de variabile independente, ca ecuația să fie satisfăcută pentnu 


ambele variabile, este necesar ca fiecare parte să reprezinte o constantă 


(& - constantă de separare), adică 

05 i ағ) A 

ci f(r) dt 

a cărei soluție este de forma. 

(2:6) f(1)= Kexp(iez) 

їп aceste condiții ecuaţia (2.4) devine: 
20 A 

en d'ola) | V? ох) =0, unde: k? = 27E 
dx h 


ecuatie a cárei solutie este de forma: 
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Prin wmare functia de undă 


forma 


Y(x.1)= 


(29) 


xà solupe introdusă 10 


Acea: 
Bx) = = 
dt) ( 
= ihq(x) ЇЧ) = neg(x)EU) - ^ x 
de undă W(x!) este " roprie т 


adică funca 


hamiltonian (Н) 
AY (x)= E w(x,t)> 


ре unde se identifică: = = = 


E = ho), iar relația (2.6) devine 
(2.10) 1) = Kexp(- (6t) 
Din relaţia (2 7) rezultă 

(2.11) = 


care conduce 1а. 
mh oh, 
21/1 _ 1 (relaţia lui Louis de Broghe) 


P р 

amiltonianul clasic (sau energia 

apare în ecuația Schrödinger, constă în faptul că în ultimul caz acesta este 
tor ce acționează asupra 


considerat drept ип opera! 
(x,t) Componente x a impulsului îi corespunde operatorul 


Diferenţa dintre hi totală) şi cel care 


funcţiei de undă 


(2.12) Ec 
n i Ox 

iar expresiei clasice a mărimei P. îi corespunde. 
i5 


Zr 

Funcţia de undă (xi 

orice moment, în fiecare punct al ."atiului, acestă mărime 

număr complex. Fiind o funcţie complexă de x Şi £ ea mu. 
direct unei mărimi fizice 

In 1926 Max Born a arătat că semnificația funcției de undă 

| Ҹ(х,1) este pur statistică Conform acestei interpretării, mărimea 


ITCRUM dx reprezintă probabilitatea ca particula considerată să fie 


EN S 
detectata in interiorul volumului dix = dxdydz, centrat im punctul 


localizat 
asociată funcția de undă poate fi prezer-à în orice punct al spațiului, 
totală de prezență trebu să fie egală cu unitatea 
adică funcția de undă trebuie să satisfacă condiția de 


prn vectorul de poziție x De '-rece particula căreia îi este 


probabilitatea 
(certitudine), 
normare 

(2152) | ы) x =1 


sau probabilitatea de a găsi particula într-un volum (V) dat îndeplineşte 


condiția 
2 
(2.15 b) 169 dxsl 


Мы ал 


tot spaţiul 


Dacă mărimea (Р(х, 


ste diferită d 


(mărimea ei 
aşteptată a lui x este 


totdeaun. 


probabilitate nu. 


se considere 
cu care se aşteaptă ca mărir e v 


(x). Aprecierea deviației 


Metoda obişnuită constă în a util 


TON 
Ux) 
Non 
griatia lui r sau deviația pátratic 


cunoscutá sub denumirea de ус 
nu contine informaţii deoarece 


fată de medie. (Media mărimi! X —iX 


valoarea ei este egalá cu zero). 


Deviatia lui x, notată cu Ах, dată de relația: 


7 1/2 


Ах=х-(х) = Ax ) 


i în care probabilitatea cuantică este egală cu 


Există multe situați 
unitatea, dar aceasta nu denotă faptul că se cunoaşte totul despre 


particulă. De ех. este posibil ca funcția de undă a particulei să prezinte o 
formă centrată astfel încât Ax = 0 adică particula să fie localizată cu 
certitudine (x = (x), sau este posibil ca pentru particulă Ар, 


nu există nici o funcție d 


е undă pentru care mărimile Ax şi Ар, simultan 
să fie egale cu zero, S-a arătat că există relația: 


h 
Ведра 


‚ўе 


(2.3) este inder ic 
staționară a sistemului cuantic. Aceasta este 
bine definită a energiei, adică determinarea energiei 
certitudine la valoarea E dată în relaţia (2.1). 
Considerând funcția de undă (2.3), valoarea așteptată а energiei 
este: 
(8) = Jr NAY, i)d’x = [v^ ENEY). - 
=E |Y" (х) (1) &x - E 
(E reprezintă o mărime numerică, nu un operator). De asemenea se poate 


scii 


н? w(x.1) а[йч(х.)]- Ё[Е Ф(х„!)]= E[frw(x.)]- Ех.) 


De una * 
(а?) = poe” 2 p(x, rx = E? [ч (к,а? = E? 


Prin urmare. us 
^ 422 ^ aM 12 

sa (ав) -(er-)) aliam n 

їса într-o stare staționară dispersia lui H este egală cu zero. 


adică 
In general se vor întâlni situații care implică o particulă 
| caracterizată prin energia cinetică T = p. ? m şi cea potențială de 


E 


b4 


interacțiuni in urmare prin energia iltonianul cla 
(н) v roblemele d r 1 
impar in două categor 
probleme în care fur 1 ni i Y 
de ex 
particulă dispusă într-un domeni n 
constant sau lipseşte (cazul particulei lib 


particulă 


- particulă dispusă 


V(r)= 


particulă dispusă într-un potențial coulombiar 


v(r)= 


К = 


4n£9 |r| 


ctă a ecuaţiei 


In cazul acestor probleme se poate obține soluţia 


Schrödinger 
- probleme în care funcția de potențial depinde de timp 


2.2 Ecuația Schrödinger independentă de timp 


In cazul narticulei dispusă într-un domeniu st ual caricterizat 
printr-un potențial ce nu depinde de timp с numai ac © vordonatele 


spatiale. ecuația Schrödinger аге forma: 


E Ev у(х) (x)= Eo(x). sau 


(217) У? о(х)+ = V(x)]e(x) EX 


şi este satisfăcută de funcţia de undă (2.3), 
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tuturor valorilor permise ale mărimii E (setului EJ a Mui se cunoaște 
structura Sistemului cuantic. 


Funcţiile de undă e(x). indiferent de forma lor concretă, prezintă 


unele proprietău generale 

Notăm cu {Е„} setul de vacri i , Ez, Em, ale energiei 
sistemului cuantic, pentru care ecuație (2 17) are soluții, iar cu fone) 
setul de valon ф(х) (x). (x)... care reprezintă funcţiile de 
udă care satisfac ecuana Schrodinger, corespunzătoare valorilor E. 
Une: funcţii de potential V(x) date îi va corespunde un set de valo 


(E. ), respectiv les()] dat 
Setul de functi de undă {ф„(х)} are proprietatea cà еме 
complet, adică orice funcție F(x) ce depinde de parametrul x poate fi 


scrisă ca o sumă a termenilor setului, fiecare termen fiind însoțit at un 
coeficient Cp, adică 
(2 18) F(x)= >С, en(X); 

n 


ze 


unde, pentru o funcție 
{Ca} este echivalent 


à h ү, 
reconstituită cunoscând setul 1C; j. $ 


de a fi comple 


Proprietatea setului {Pn(x)} 


posibilitatea de a reprezenta un vector în spațiul rridimensiona 


componentele sale: 


toriale ale 


In această relație vers 
mărimii A, respectiv funcțiile de ur 
funcției F(x). Mărimile Ay, Ay, A; reprezintă contribuţia versorilor n 


ixi {Ca} vor 


(x)! vor descrie proprietățile 


Т.Ј. la formarea vectorului A, respectiv coefi 
funcției 


reprezenta contribuția funcțiilor de unda {Фп(х)} 1 forr 


à componentă Ау, adică există 


F(x). Fiecare vector A conţine o sin 


un singur coeficient care înmulțit cu versorul Т contribuie la refacerea 
vectorului A, deci si setul coeficienţilor (Cp), care ре baza setului 


funcțiilor fon) formează funcția F(x), este unic. (Cu alte cuvinte. 


coeficientul С. reprezintă "componenta vectorului" F(x), de-a lur 
axei definită de funcția Ẹp(x)). Această analogie permite extinderea 
proprietăților versorilor 1, J, Е la setul funcțiilor {е (х)} 

Produsul scalar al versorilor i, jk este egal cu zero, adică 
proiecția unui versor pe celălalt este egală cu zero: 

i-j=j:k=k-i=0 

Prin urmare funcțiile de undă Фа(х) trebuie să prezinte proprietatea de 
ortogonalitate, care, pentru două funcţii de undă Фъ(х) şi ф(х), se 
exprimă prin relația: 
(2.19) (ex (x)|ea(x)), = font) Pal) @х=0, 
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Deci setul de funcții de undă {е (к). prin care se poate 
reprezenta orice soluție posibilă a ecuaţiei Schródinger independentă de 


timp, prezintă proprietăţile de a fi complet, ortogonal şi normat (sau 
complet şi ortonormat) 


Cap. П 


DIN 


ECUAŢIA LUI SCHR( 
DEPENDENTA DE TIMP 


nerelativistă a ecuației 


1 a fost prezentată forr 


senberg a mecanicii cuantice. Principale probleme ce pot 


fi rezolvate pe baza acestei ecuații sunt 
este constant 


- particulă într-un domeniu în care potențialul 
1 cinetic; 


- particulă cu energie proporțională cu moment 

particulă într-un domeniu în care potential este de tip armonic; 

= particulă într-un domeniu cu potential coulombian. 

Pentru acest grup de probleme se pot obține vectorii şi valorile proprii ca 
soluție a ecuației Schrödinger. Soluţia fiecărei probleme necesită definirea 
unor funcții speciale: funcţiile Legendre, polinoamele Hermite si 
polinoamele Laguerre, 

Dacă expresia hamiltonianului este mai complicată stabilirea 
soluției ecuației cu valori proprii prezintă dificultăți matematice mai mari. 
Problema principală constă în a stabili forma funcțisi de potential care 
descrie starea sistemului cuantic perturbat cea mai apropiată de realitatea 
fizică. In cadrul oricărei probleme trebuie realizată concordanța teoriei cu 
observaţiile experimentale De aceea precizia calculelor trebuie să fie de 


f 
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hamiltenianulu: zeperturbat. fis sunt cunoscute şi este sal 
М (H,, unde V, reprezintă energia perturbației. 
aproximaţie este satisfăcută, pentru funcţii si valori proprii se obțin 
rezultate în concordanță cu realitatea fizică (dar aproximative), Metoda 
este foarte utilă atunci când se analizează răspunsul sistemelor cuantice la 
achunea câmpurilor electrice şi magnetice. Dacă aceste câmpuri sunt 
dependente de timp atunci se dezvoltă teoria perturbatiilor dependentă 
de timp 

- Metode numerice. їп loc de a se obțină o formă analitică pentru 
funcuile proprii alc ecuaţiei Schrödinger. uneori soluția poate fi construită 
calculând valorile numerice ale lui Y(x) pentru diferite valori x 
Rezultatul este uv! dacă este necesar să se cunoască funcțiile proprii 


лет ecuații seculare finite ( nahzarea matricei) 


mare. Metodă este 


imativă, dar cu o precizi 


izei unor probleme cu dimensiuni finite; 


Tehnici semiempirics. Se poate folosi combinarea datelor 


prietāțile mole 
proprietăţi 


cuantică pură, dar 


moleculelor foarte complexe si 


Teoria perturbatiilo 


їп апа! 


prezentată î 


domeniu рана 
lul V(x) a că 


coordonatele spațiale. In ace: 


staționar) a fost caracterizat prin e 


energia potenţială de interacțiune c 


timp, dar a cărei mărime р i discrete 


а numai 


sistemului corespunzătoare unei anumite valori E. a energiei 


descrisă de functia de undă У 
E 


n) Pa (х)ехр(—ї®„г) 


жх) = о, (х)ехр| — 
soluție a ecuației Schródinger independentă de timp 
Во (х) = iñ x V, SEQ (x1); 
unde Fo(x) reprezintă operatorul hamiltonian corespunzător energiei { 


totale a sistemului cuantic considerat. 
Funcţia de undă V, (x, 1) permite stabilirea funcției de distribuție [s 4] 


a probabilității de prezență a unei particule într-o stare caracterizată a 

printr-o energie dată E. Domeniul spatial în care s-a Stabilit prezența 3 
particulei este cunoscut sub denumirea de orbită (sau orbital). Aceasta nu 
езге asemănătoare cu orbita clasică, în sensul că nu reprezintă o traiectorie 
spațială, Ea reprezintă un domeniu spaţial în care probabilitatea de 
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himbarea orbitei se pro 


1, Teoria perturbatiilor independente de timp. 
1.1 Modelul sistemului cuantic cu două stări enci getice. 


Pentru a putea detalia problema perturbatiilor dependente de bmp, 
ic perturbat de o cauză 


la început vom analiza cazul unui sistem cua 
externă independentă de timp. In scopul simplificării analizei se considera 


un sistem cuantic modelat prin două stări energetice, caracterizate prin 


respectiv Ез şi prin operatorul hamiltonian: fO. Starea 
E, este descrisă de funcţia de 


energiile 


sistemului cuantic caracterizatà prin ene 
erizată prin energia Ез, este descrisă de 


und ctiv cea са 


funcţia de undă W5. Cele două funcții de undă satisfac ecuația 


Schrăd 


care descrie 


iar tabloul element 


neperturbat a 


Dacă siste 
sistemul cuantic ini 


sistem cuantic, cai 


de fünctia de ui 
(11) I ї 
Dacă mărimea pertu: 


initial cu câmpul pertur 


poate fi seris sub forma 


perturbat vor diferi putin de cele ini 


este de forma 


Funcţia de undă a sistemulu; cuantic total poate fi scrisá ca о 


combinație liniará a funcțiilor de undă de bază 
Y=d 4 

(12) v=dt +, 

unde valoare mărimilor di şi d; Ace 5 


onduce 


introdusă în relația (1 1 


înmulțește la star 


Dacă această relație 


respectiv P , se integrează pe intreg spaţiul şi se cor хар 


de ortonormare ale funcțiilor de undă de bază, se obtin: 
18 - 


E^-E(H, HH; )* HHz- Hg 


care este satisfácutà pentru valoarea: 
па E «ut Ez 15 (n Hz)? Нана 


Dacă se consideră cazul perturbatiei pentru care Vj уй = vi = 0, atunci 
elementele diagonale ale matricii corespunzătoare hamiltonianului 

ч (0 1 
sistemului total sunt egale cu valorile proprii: no iar 


=v v® = v rezultă 


12» 
Е+Е; Ej, p 
3 DR 2 
(15) _E TE B 
2 
=y 
3 1 E- ES 4e? 
unde: => = үу) 
Conform relaţiei (1.5), energiile sistemului cuantic total (sistemul 


cuantic perturbat) sunt deplasate faţă de cele ale sistemului neperturbat şi 
anume energia stării superioare creşte în timp ce cea a stării inferioare 


scade, ca şi cum ar apare o repulsie între stările energetice 
5195 


Cu cât valorile energiei stărilc 


efectul determinat de perturt 


sistem degenerat (Ej 


perturbatia este mai int 


(fig. 1b) 
Sā analizăm variația mări 


perturbației. Dacă mărimea p 


două energii (&/A E((1), atunci с 


de unde. E, = 


AE 


a acestui rezultat este prezentat 


concordanță cu rezultatele exp 
consideră cazul & 
experimentale 


Folosind expresia mărimi 
valorile coeficienţilor dj, resp 


concrete a funcției de undă. Pentru valoare 
3, funcția de undă Y_ Ех 


{Ше (1.3) s 


t obțin 


se obține е 


funcţiei de undă VP, , respectiv per 


acestor funcţii de undă poate fi considerată sub forma: 


V, = cosp + W, sin В, respectiv: Y_ = —ЧФ sinp + Y, 
2у0 
Е-Е, 
Dacă sistemul cuantic inițial este degenerat (E, = Е 


tan 28 — co, iar B = л/4. In acest caz expresia funcţiilor de undă este 
Чү +, = 
(б. ОЛСЕ ы: = 


ЯД > 


care satisface condiția de ortonormare, unde: tan 2B. 


), atunci 
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Fig. Lab 


adică funcţiile de undă inițiale participă la formarea funcției de 


în proporții egale. 


Dacă asupra celor doua stări separate (E, = Ез) acționează о 


me (УФ/АБ(@), ааа 


perturbatie de intensitate 
tan2p = 2p = Deoarece В((1, sinBzp, iar сор = 
rezultă 
() 
y, = Чу — 212-0). respectiv Y 
АЕ 


adică în fiecare stare se manifestă influenţa celeilalte 


Cuantice) ра 


proprii (Е, ) 


(valoarea acestei corectii este proporți а си intensitatea 
qo operatorul hamilon-corecge de ordinul doi, $a. Ci 
ordinul de mărime al perturbafiei, expresia hamiltonianului poate 
sub forma: 

(18) = 080) a v0.42 90... 
unde A. reprezintă un parametru a cărui valoare este cuprinsă între zero şi 
unu $ саге marchează ordinul de mărime a perturbației La sfârşitul 
calculelor se formează termeni de acelaşi ordin, iar parametrul se 
simplifică. Pe aceleaşi considerente funcția de undă caracteristică stării 
supus analizei se scrie sub forma 

-Yom e AIO 200) +. 


sistemului cuantic 
(9 
заг energia acestei stării este 
o) E, =A Egg EA E? EQ 
unde ЕЙ) - corecția de ordinul întâi, E) - corectia de ordinul dol, ga 
Introducând aceste elemente în ecuația Schrödinger si grupárd 


termenii după paramet ^ 1 A", se obtine: 


(980. 4 (Ux 0) роо afe +22) )= 
29 Bom A E 220 Pon +A), он) 
-23 


De unde 
5 


+ X [go + „40 


dms ) (1 ) 
au) «0 чу, IO Yom 


- E 
0m — Pom *m бт 


2) c) ) (2) x 
Eon VO - EQ Yom — Ei |+ 


Deoarece À este un paran 


trebuie să fie in mod se 


a) AO) Yom = Eom Yom 


ЖОШО A 
ОМО) + 90 Yom = Eom Wi 


[o 1 oO y 99 pom = 


(1.11) b) 


c) 


yl (1 1i) pl 
0m T PYES EQ Yom 


Soluția ecuației (1 11а) este cunoscută. Pentru a rezolva ecuația ( 1.11b) 


trebuie cunoscută funcția de undă y Aceasta poate fi scrisă sub forma 


unei combinații liniare a funcţiilor de undă de bază sub forma 


1 Y 
(1.13) vD- ya We 
k 
unde sumarea se extinde asupra tuturor stărilor energetice ale sistemului 


cuantic neperturbat, atât cele discrete cât şi cele continu, dacă acestea 
există, 


pages 3 Luc Бол) = ES - SO Fom 


Pentru a afla informații despre starea cuantică m, se inmulteste la 
stânga cu funcția de undă de bază Ys şi se integrează pe tot spaţiu 


Considerând proprietatea de ortonormare à sistemului de funcţii de undă | 
2245 


теїапа (1 llb) se înmulțește la stânga cu Чү, unde m +k 


integrează pe întreg spațiul: 
x [st (нв eom) | 
k D 


= E) [ues „ах = fg VO 90 pix = VU 


„unde Буш, * Ex 


J 
de unde: ap? - 


Expresia funcției de undă corectate in cadrul perturbafiei de 


ordinul întâi este 


(1.14) 


unde in sumare se omite cazul К — m. Relaţia (1.14) reprezintă О 


generalizare a relaţiei: (1.6) obţinută їп cazul modelului cu două stări 


energetice. Se observă că funcţia de undă perturbată este descrisă prin 
amestecul tuturor stărilor sistemului cuantic considerat, adică perturbaţia 
"induce tranziţii" în toate stările cuantice, însă aceste tranzitii sunt 
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considerate virtuale 


Pentru a obține с 


Corecţia de ordinul doi 
liniare a funcţiilor de undă d 


(1.15) 


se introduce In ec 
2) 3 T 
Y d (Ес Вов) = 
k 
Relația se multiplică la stâr 
Y: ja Eo 


Partea din stânga à 


(Ug) 5 
+4 Exi Bmx - 2,0 
k 
К = m suma contribuţiilor din paranteză este zero, lar 


Deoarece pentru 


" (1) 
conform relației (1 13) Ein 


-vaze 
k 


„se obține corecția de ordinul doi 


Folosind relația (1.13) pentru d 


(1.16) 
oi termeni. Primul termen Муш reprezintă 


Corectia este constituită din d 
funcțiile de undă neperturbate. 


hamiltonianul de ordinul doi mediat după 
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operatorul hamiltonianului perturbator %( (x. *- p de timp, 
corespunzător energiei potentiale de interacțiune dintre sistemul cuantic 
neperturbat şi câmpul perturbator: 
(21) Proa (x4) = Fo (c)+ V(x, 1). 
Pentru a stabili expresia operatorului interacțiune trebuie să se cunoască 
expresia clasică a acestuia. Forța externă dependentă de timp че 
acționează asupra sistemului cuantic neperturbat poate fi asociată unui 
nou potențial, conform relației: 
Еы(® /) = -V V(x.1). 

Considerând potențialul perturbator, ecuația Schródinger are 

forma 


Pot (х) (x7) = [Й(р, х) + У(х, ү; 


SD = | «89 + V(x, aj (х.!)= ES 9 


2m 


Sistemul cuantic perturbat (noul sistem) va fi caracterizat printr-o 
funcţie de undă "(x, /). Deoarece operatorul hamiltonian al sistemului 


perturbat depinde de timp, funcţia de undă nu mai poate fi factorizatà 


E27 


problemei se poate utiliza metoda propusă de 


Pentru rezolvar 
are foloseşte proprietatea setului de funcții 


РАМ. Dirac în 
alx t), г 


emul cuantic se 


jal t=0 


de a fi complet. La momentu! 


prin energia Eos 


їп starea n, caracteriz 


funcția de undă 1). Sub acțiunea pertu 


internă a sistemului neperturbat 


acestuia într-o al 
sistemului cuantic supu 


exprimată sub forma si 


sistemului, soluti 


sistemului perturbat va fi c 


depinde 


Funcţia de undă W(x./) care 


ar să se 


este 


de timp, de a 
i de timp. Deoarece 


considere co 
Cy (i) = du (ї)ехр(— іои), coeficientul С, 
funcție, lent-dependentă de timp şi una rapid-dependentă de timp (coy 


pentru a putea fi reconstit 
Су, respectiv du depend 


t) este factorizat printr-o 


reprezintă energia stării exprimată în unităţi Л). 

Relaţia. (2.2). scoate in evidență faptul că în timpul interacțiunii 
sistemul cuantic total se poate afla, cu probabilitate diferită, în diferite 
stări cuantice nepeturbate. Din această cauză, se consideră că sistemul 
cuantic supus perturbații se află într-o stare "amestecată". Acest mod de 
a reprezenta funcția de undă a sistemului perturbat prezintă următoarea 
semnificaţie fizică, Pentru a afla informaţiile conţinute de funcția P(x, t 


trebuie calculat pătratul ei 


989 


reprezintă probabilitatea ca sistemul cuantic să se afle în starea energetii 
E sau electronul să se afle pe orbitalul k. Dacă sistemul este neperturb; 
adică electronul se află pe orbitalul n, atunci probabilitatea de prezență în 


acea stare este egală cu unitatea, iar coeficienții îndeplinesc condiția: 
1 dacăk=n 


Кок г? 
fiu] = [Cx {о dacă Кеп, 


deci sunt independenți de timp 

Intreruperea interacțiunii după intervalul de timp t este echivalentă 
cu utilizarea unui "detector" pentru a stabili prezența particulei pe un nou 
orbital. La întreruperea interacțiunii "starea amestecată” se distruge, iar. 
sistemul cuantic va fi "detectat" ca fiind prezent cu probabilitate maximă 
într-o anumită stare, adică s-a realizat tranziția cuantică, probabilitatea 
acesteia Bind praporponali cu. [Css (Dfos 


Ecuația Schrödinger descrie dependența de timp a funcției de undă 
Ч/(х,г), deci va descrie si dependența de timp a coeficienţilor C(r), 


respectiv. d(i). Prin urmare coeficienții Су (0) ai superpozitiei pot fi 
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considerați аге 
Coeficienții т 
coordonate, їп acea: 
de undă oul 
mărimilor fizice 
Funcţiile de und 


reprezentarea va f 


reprezentarea 00 
Schrödinger "pe 
reprezenta amplitudini 


Dacă in ecuat li 


funcției de undā a 


eracpunii 


unde indi 


sistemul cuantic n 


funcția de unc 


unde фу(х) 


independentă de timp, de forma 
Ro glx) = 


Deci se poate sene: 


AE. Е aci 
Ус, Vix, їр) тд № P(x) 

Pentru а determina probabilitatea tranziției sistemului cuantic din 

starea ințială n într-o stare finală m, se efectuează " " acestei relații 

pe "direcţia" fixată de Qa (x): Considerând proprietatea de ortonormare 


a funcţiilor ф(х) 
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TaT o, в) 


Решги a efectua integrarea ecuației diferențiale este necesară 
cunoaşterea dependenței mărimei V(x, D) de coordonatele spatiale x. Se 
introduce notația. К 

Ушк() = Ге (х) У (х, рь (x) £x = (шу |К), 
care reprezintă amplitudinea elementului Че matrice al interacțiunii 


corespunzător tranziției între stările m si К. Se obține ecuația diferențială: 


(2.4) adea = Em Ca!) + (С (0), 
к 


care reprezintă ecuația Schrödinger dependentă de timp. Rezolvarea ei 
determină valorile C,,(/), care permit construirea funcţiei de undă 
"V(x,)). Mărimile Сш() reprezintă amplitudinile probabilità, 
denumire ce rezultă din proprietăţile de normare ale lui Y%(x,4), 
evidenţiate de relaţia (2.3). Fiecare termen se identifică cu o probabilitate 
orbitală. Mărimea lex reprezintă probabilitatea ca la sfârşitul 


interacțiunii sistemul cuantic să se afle în starea energetică Em 


(electronul să se айе pe orbitalul m); această mărime nu confine informații 
relativ la localizarea spaţială in E orbitalul considerat. In fizica 


mi. —— 


laserelc mportante informati 
electronului mai cele relativ la ос 5р! 
de a ir mărimea |%(х,!)| © obabili de 
at jectronului în € à 
| E i 
faptul că la еп 
aduc contribuții 
Dacă ecuaţiile (2.4) с scrit 
dezvolta 
acq) 
ih Exe) ( V 1 
dt 
тас) . p, ci) va n n 
dC«(t) 
ih =ЕЗСЗ\) VaV) (л Val 83) 
setul de ecuații poate fi prezentat sut forma. 
d 
Ше = Н Mp, unde 
di 
Er m Vis \ ext) 
= Уз Ezt Уз Vas | M Dc cs) 
E: Va EE Eat Vs езт) | 


саге reprezintă forma matricială а ecuaţiei Schrădinger, de unde derivă 
termenul de "element de matrice" pentru Vimy (f) 12 această relație Н 
reprezintă matricea hamiltonianului, iar MIS vectorul de stare. Acesta а 
fon modul de introducere de către Heisenberg, în 1925 a mecanicii 
cuantice prin intermediul matricilor. Mirimile fizic observabile sunt 
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k 
E ТР du (у(х, ДЕ 
= 23 м) akl) +в dy (n) (x1) 


Folosind faptul са "V, (x,/) reprezintă funcţia de undă soluție a ecuației 


Schrödinger "neperturbate" care descrie stările k ale sistemului cuantic, se 
obține. 
БУ E 
жу S (xs t) а() = X (x0, (9x, )). 
k g k 
Probabilitatea tranziției sub acțiunea perturbatiei, din starea inițială în cea 
finală, se stabileşte efectuând "proiecția" pe direcția m, deci se înmuljeşte 
la stâga cu \Рш(х,/) si se integreazā pe tot spaţiu. Efectuánd aceste 
operații se obține: 
d * QU 
ih 7 da()-7 2; 8,00] (0) Vx.) (x, ах 
di Е 


In această ecuaţie se consideră relațiile: 


ше шк” A 
һ 


(CODE 


amplitudinea elemento! 
Coeficier 


Atât relația (2 
Schrödinger în re 
soluțiile Cm(?) $ 


(2.4), respectiv (25) * 
cuantic neperturbat * P 


21 Metoda perturbatici 


2.5) se folosi 


sul de rezolvare à ecuațiilor 


In proce 
suficient de 


metoda perturbafiilor Se consti 
mică. Aceasta permite ca funcția 


deră intensitatea perturb 


de unda W(x.!). care descrie starea 


sistemului perturbat, să se scne sub forma funcției de undă a stáni 
sistemului staționar la care se adaugă 0 corecție dependentă de timp 


As) 


@6) 


тйс)... 

Pentru а integra ecuaţia (2.5) este necesară 
dependenţei de timp a coeficienţilor d; (/), ceea ce este i 
aceea, considerând valorile perturbafiei foarte mici, se aplică o metodă de 
aproximajii succesive (variația constantelor). Aproximatia de ordinul zero. 
corespunde cazului când lipseşte perturbatia, deci. 

a®) -a() . 

adică sistemul cuantic se află într-o stare neperturbată n. Valoarea. d,(0) 
este determinată de condiţiile initiale ale sistemului cuantic, 

Ecuația diferențială (2.5) conduce la valoarea coefientului due (t). 


valoare ce determină probabilitatea de prezență, după încetarea. 
interacțiunii, a sistemului cuantic în starea m. Deokrece intensitatea 
perturbatiei este mică, coeficientul dm (t) poate fi considerat dezvoltat 


conform relației (2.6). 
aQ - (+ ай). 


Această expresie a coeficienţilor 9. (Г), introdusă în ecuaţia (2.5), 


235 - 


| а plic 


| 0 Я р 

(1). valoarea acesteia T 
dy) хү 

| de unde, prin integrare 

| 

| 

1% h Jat 

unde d i dj ), pre astemului 
cuantic la momentul iniţial 


аргохітара de ordinul doi se 


2) (1) 2) 
(Dr) = aQ () + аш (s 


d 


enţială (2.5) аге forma 


Tato «a vao 


deci, ecuația 


2 
retā a coeficientului а (у, 


Deoarece nu se cunoşte expresia conci 


| valoarea acestuia, fiind mică, зе neglijează faţă de valoarea cunoscută 


a (1), obținându-se ecuaţia diferenţială. 
d (7 dep X 
£890) == TEW (Оу): 


саге, са rezultat al integrării ре durata interacțiunii, conduce la expresia: 
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In general se poate scrie: 


AU) t К 
asas (2) Za) Vaal) = 


(2.9) 
(0) 1 Ux) t 
=й (- 2 Se) У (и 
ко 
Calculul coeficienţilor d, (7) se face mai precis dacă se parcurge 


un număr mai mare de paşi, deci 
1.00) = 1400) 
I>a 
Această serie este cunoscută sub denumirea de seria Born. 

Rezultatul descrie interferența amplitudinilor probabilității 
tranziției Amplitudinea rezultantă a tranziției reprezintă suma 
amplitudinilor tranzițiilor prin diferite stări intermediare. Imposibilitatea 
stabilirii prezenței microobiectului (particulei) într-o stare intermediară 
este legată de imposibilitatea decelării alternativelor tranzițiilor si permite 
considerarea stării intermediare drept stare virtuală, 

Relaţia (2.9) permite calcularea probabilității de prezență a 
sistemului cuantic în starea finală m ca rezultat al interacțiunii cu o 


E37 


perturbatie 


prezență la mo" 


a) = dm(0)= € 


doilea (aproximatia. 
tranzitilor sau coeficienţii x S 


termenului al doil 


termenul al t т 
asupra populării за 
termenul al patrule 


calculării susceptibilitat 


BN | 
Bm O 
a) b) 


Fig. 3 ab 


tranziții posibile. La momentul 


їп fig. 3 sunt prezentate câteva 
acțiunea perturbatiet el 


initial sistemul cuantic se află în starca п, iar sub 


poate să tranziteze în starea m. Tranziţia directă din starea п în starea т 
este descrisă de perturbația de ordinul întâi (fig, 3b). Perturbatia de 
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a a oa aa d vc ЫШ... 
intermediul stărilor Ё (stări virtuale) (fig. За). 


—| 


1. Probabilitatea 


г optice 


perturbat 


Factor 


«Лог optice. Să consid 


poate fi de ex. câmpul ra 

aplicată sistemului de la m mentul t = 0 pană la mome şi să calculám 
( a . 

(2) stemul се se află în starea inițială n, după 


\ probabilitatea Wmn 
intervalul de timp ! a interacțiunii, să fie detectat în starea finală т. In 
ү să se considere un interval de timp foarte mare, 


nsidera un interval finit şi apoi se va € 


acest scop este nec 


dar pentru început se V: 


ac xtinde la 


i infinit 
lui cuantic си 


Pentru simplificare se va considera modelul sistemu 


două stări energetice, unde 1 reprezint: 
az, ecuaţiile diferențiale: (112 5) au forma: 


а starea inferioară, iar 2 cea 


superioară. In acest с 
(11) 


momentul iniţial (înainte de a fi aplicat câmpul perturbator) sis 
cuantic se află cu certitudine în starea inferioară, deci: 


d,(0)=1, respectiv: d2(0)=0. 
De asemenea în orice moment al interacțiunii este îndeplinită condiția: 
002 «Jas (o =1 
Pentru a stabili soluția ecuațiilor, se aplică metoda perturbajülor.. 


Considerând intensitatea perturbafiei mică, se poate accepta presupunerea 
că amplitudinele d; (/)si d; (7) sunt mărimi lent-dependente de timp, iar 


valoarea amplitudinei nu se îndepărtează mult de valoarea iniţială. In 
aceste condiţii relațiile (1.2) se reduc la ecuația 


01.3) i aj) = 40) (дее, 


a cărei soluție este: 
t t 
1 7 $ 
014), (0) = =] dj() (п) e^?" da = SY Vai(n)e'?2 аһ, 
o ° 
unde, pe baza teoriei periurbaţiilor, s-a aproximat: d,(1, )= d} (0) =1 


ru а evalua integrala este necesar să se cunoască expresia 
e a câmpului em: considerăm 


Pent 


elongatiei intensității componentei electr 
-l reprezentăm printr-o superpozitie de unde 


câmpul em liniar polarizat $i 
armonice ale căror faze ($ p) 


consideră cuantificarea câmpului em). Modelul 


sunt statistic distribuite (acest model este 


util atunci când se 


reprezintă cazul când asupra sistemului cuantic acționează un câmp em 


incoerent. Deci: 


e()- YE, іф, -iopt |+ exp|- i, =i(-op л}, 


unde versorul € (care poate fi şi o mărime complexă) descrie orientarea 


vectorului intensitate câmp electric. Relaţia (1.4) devine: 
t 
а,()= = ffi eli Jexpliozih dh = 
0 
t 
ye = DEE, Вехі, Пекол -op =, 
р 0 
t 
== УЕ й el- ibp fellon +op h Л 
0 


Р 
unde: Vip (i) = faz e(t). Integralele au valoarea 


Sp јето) = 
S; =] +о,) = 


Deci probabilitatea tranziției creşte dacă (бр. 4): 
1) 9 - Og, Sau Ej Ep ЛФ, ceea ce corespunde 


tranziţiei de pe o state energetică dată pe una supenoară; 


respectiv 


-42- 


Fig. 4 


Deoarece perturbațiile considerate sunt din do 
de mărime a frecvenței Фә) este de 101571 Chiar dacă s-ar considera 


domeniul RMN ordinul de matime а frecvenței ar A Че ТОША ШО 
de тіпте al  mumărătorului nu depăşeşte valoarea ^ unu 
| (e = cosx +isinx) Dacă se considerā cazul tranziției din starea 
inferioară pe cea superioară, atunci valoarea numitorului termenului al 
| doilea faţă de cea a primului este mare numai în apropierea rezonanjei, 
prin urmare termenul al doilea poate fi neglijat. 

| Să calculám probabilitatea de ocupare a nivelului 2 la momentul t, 
adică la sfârşitul interacțiunii: 

(1.6) 


2 * 1 Й = 
№0)? = 44 =- ехо, -i0 ЈЕ, m Ke imp 
РР 


Fazele câmpului au fost considerate statistic distribuite, deci este 
necesar să se efectueze medierea statistică asupra lor. In cazul fazelor 
statistic independente sunt îndeplinite condiţiile 
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_ заь ——T E СРИ 


Ера (rac 
КС) E 
(explit p -itp ) = 9 lo pă se obține = 
(on-2p,) (2 
1 = 
(17) (gs (OP) 58 Д 

M h^ ^p 

Dacă se consideră un singur cá 


relaţia (1.7) are forma 


TT за 1 
(17) dd = 5 
(m) e =, по f tat), unde 
2 
2 0x70 
ыш ЕЕ pes 


ata“ 2 
Din analiza relaţiei (1.7) rezultă 
1) Dacă созу * ©p, (absența rezonanței) funcția sinus 


variază periodic, prin urmare nu este posibilă tranziţia 1 —> 2. 
2) Dacă 95, =0p, (cazul rezonant) ar rezultă cá 


lao) = 42, însă acest caz necesită о analiză detaliată. 
2. Cazul radiației necoerente. 


Să considerăm câmpul radiației necoerente dintr-o bandă de 
frecvențe, adică dintr-un domeniu de frecvențe emis de o sursă termică 


j Pătratul intensității Es OW exprimá i 
câmpului ет: в, = 1 (o Ac, unde: о) se 
interval de frecvenţă. Deci: 


d 


21-95 


Ах 


Frecvența Е. incidente este distribuită continuu, deci зе 
poate trece de la sumarea pe frecvențele œ p la integrare. În acest scop se 


face substituție. 0,05; — c. Presupunem că mărimea 
amplitudinelor E, nu variază în jurul rezonanțe! (œp = 051), deci 
valoarea poate fi scoasă în factor. Dacă se consideră expresia; 


(oz) { сЕ = (оз), se obține: 


(2.2) ail fon) 


Să comparám acest rezultat cu ipoteza lui Einstein asupra 
absorbției şi emisiei stimulate. Partea stângă descrie evoluția în timp а 
populării nivelului superior cu sisteme atomice. Rata populării este 
determinată de interacțiunea sistemelor cu radiația incidentă, presupunând 


că acestea ocupă starea inferioară. 


22 


Dacă densitatea populației ansamblului este egală cu n. р 
гаја a densității populației 


sitatea populației stării ini 


stângă reprezintă variația ten 
iar în partea dreaptă apare 
un coeficient de proport 


intensitatea fascicului şi ionalitate 


1 


(23) a Bump 
Dacă se compară relațiile (2.2) şi (2.3), considerând р(о) = 22 ji 
n, 71, se obține: 

Q4) 


ului Einstein integral pentru fenom enul 


care reprezintá expresia coeficier 
>1, 


forțat de absorbție. Dacă se con: 
fenomenul forțat al emisiei stimulate. 


Această teorie are 2 lipsuri 
1) Formalismul nu explică emisia spontană 


obține 


situația inversată 2 


In lipsa 
câmpului extern, lipseşte perturbatia care trebuie să determine tranziția. 

2) Presupunerea relativ la fazele distribuite statistic pare 
artificială. Dar distribuția întâmplătoare a fazelor reprezintă o consecir 


tratării complet cuantice a câmpului radiaţiilor optice. 


2.1 Funcţionala-5 a lui Dirac. 


In relația (1.7') a fost introdusă relaţia: 
„o| 921-9. 
Еру 


a sin (at) 024 —0p 


, unde: a = 


Intervalul cuprins între origine şi a”, într-o aproximație foarte bună, este 
egal cu lăţimea funcţiei (о„/) (lăţimea corespunzătoare la jumătate din 
valoarea maximă). Deoarece funcția f(,1) este normată, mărimea valorii 


maxime este egală cu f(a, f 
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Din relaţia a” = а i din graficul din fig. 5 ЗЕТ 
: & го 

rezultă că pentru o durată dată a acpuni câmpului ре turbator 
valoare limită (9) a frecventei acestuia pentru care valoarea fun mai 
dis 


este posibilă interachunea 


a.t) este diferită de zero. 


spectral în care sı 


„vând o anumită intensitate ( 
A 
zì interacțiunea), Г este atunci domeniul 
pe «are funcția f(a,1) e îngustează, in mod 
corespunzător se micşor se poate brc 5 
dezacordul dintre frecvența trar àmpului perturb : 
[ 


Dacă 12 оз, lățimea funcției f(o,/) tinde la zero, заг cele două 
frecvențe trebuie să coincidă exact (ол = оь). Aceasta presupune cà 
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Din fig. 5 a,b rezultă că dacă t — о, valoarea maximului funcției creşte 
nelimitat, iar lățimea tinde la zero, deci se poate considera: 
lim f(a.,t)= öfa) (fancţionala-ă a lui Dirac). 


to 
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Relaţia (1.7), respectiv (LT за 
wat) de prezenţă a sistemului cuantic într-o st 
rezultat al interacțiunii 
se raportează la durata intera 


probabilitatea procesului în unitate de tin 


егет imt) айса: 


cțiunii şi se consideră t — 9? (se calculeazá 
p -wa1) relația (1-7) devine: 


waT t 
7 E: 
т ES a Ej-Ei- Op Deo? 
м = Ep| E 2 „unde 
21 zi dit па 2h 
051-9 E;-Ei-hOp 
ERU 2-—— 1 
2 2h 
sau sub forma: uni 
mie Pig? 
(2.5) wa = Er 791 d; - 6:0] dat 
Aceasta reprezintă probabilitatea tranziției în unitate de timp din starea ор 
тоз determinată Ez- Stabilirea 
fe 


riguros determinată Ej în starea паш 

energiei finale este legată de faptul că s-a considerat cazul 

i kā că probabilitatea 

este diferită de zero dacă în procesul de 

interacțiune зе conservă energia sistemului total (sistem cuantic + câmpul | 
). | 


e E nml 2 (Е, m 

| оріс боми sr i 
[oe penis таай, probabilitatea tranziției calculată pentru - 
unitatea de timp in aproximatia de ordinul întâi a teoriei pe |perturbatiilor. este 
dată de produsul pătratului modulului elementului de matrice a 
operatorului perturbatiei cu densitatea stărilor finale ale sistemului cuantic. 

Dacă starea finală este cea a electronului liber, atunci funcţia g аге 


forma. 


s(E)-4.v 2n 


Dacă starea finală este cea a unui microsistem care constă din 
fotonul emis şi un electron care trece pe o stare considerată, atunci funcția 
g caracterizează spectrul stării fotonului 

s[eE E? 
g(E)= My 
т n cA 

Dacă stările finale corespund unui nivel "difuz" al microobiectului, 
atunci forma g corespunde formei liniei spectrale a nivelului dat. 

Observații relativ la utilizarea metodei perturbațiilor. 
Considerăm starea inițială, respectiv finală de tip discret, adică 
caracterizată printr-o energie determinată E, jar frecvența perturbației 


h 


nant). In acest caz: 


armonice satisface condiția: Op 


+ de unde rezultă 


D 


a 0, deci. f(a, t) 


D p 
| [E Eon 


л? 


Wam Ч 


impuse de teoria 


aza condițiilor 


ar crește cu mărimea 


Din această relație, obținută ре bi 
ranziției ar 


x că probabilitatea ti 


perturbatiilor, rezult 
ficient de тап 


duratei interacțiunii t, iar pentru valori Su 
dorim. Pentru a putea fi utilizată, metodă perturbatitl 


i, poate deveni cât 


ог necesită valori 


mici ale coeficienţilor |d nml » deci si à probabilității tranziției. Prin urmare 
cazul rezonanfei nu ar putea fi analizat în limitele metodei perturbaţiilor, o 


asemenea problemă necesită о rezolvare exactă. 


| 
| 
Fig. 6 


Restricţiile cu privire la utilizarea metodei perturbafiilor sunt mai 
puţin severe dacă în loc de niveluri finite discrete se analizează spectru 

| continuu sau suficient de difuz, In acest caz, din punct d a 
| se analizează probabilitatea tranziţiei n smn үк: 
“m (deoarece mu аге sens | 


-%- РЕ. 


Funcția о.) аге proprietatea Tie 


pati; care conform fi 


-© 
poate fi înlocuită cu aproximafia: 
+л/ 
JEt) daxi. 
—nft 


Deci dacă extinderea m а stărilor este astfel încât nedeterminarea Act 
corespunzătoare acestei extinderi, este mai mică decât «/t, atunci condiția. 


(2.6) de utilizare a metodei perturbatiilor poate fi îndeplinită (desigur dacă 
elementele de matrice (mf їп) sunt mici). Deci sensul fizic direct nu 


este cel al relaţiei (2.5), care contine funcționala-ă, ci al relației (2.6), care 
reprezintă integrala pe stările finite. 


2.2 Timpul de viață şi lățimea energetică, 
Să stabilim legătura dintre timpul mediu de viață al stării 


energetice şi lățimea spectrală corespunzătoare. Dacă o stare energetică 
este caracterizată printr-o valoare a energiei bine determinată atunci ea 


este descrisă de o funcție de undă a cărei amplitudine este constantă în 
timp de forma; 


B 


е: (х, Df. = ol) 


P(x) = e(x)e ^ ›\ 


funcţie de undă a cărei 
Starea energetică poate fi descrisă $t de o functi 


ce, de ex., sistemul cuantic 


amplitudine se micşorează în timp deoarei 


5 în altă Să consideri 
efectuează o tranziție din starea dată în altă stare 


ám că 


micșorarea amplitudinii este de tip exponential de forma: 


Ч(х) = o(x)e ^ ?*. deci М(х.) =|ф(х) e * 


mp de amortizare. О 


| unde т reprezintă constanta 


de funcții 


| amortizeză în timp poate fi modelată printr-o Superpozi 
i Fourier se poate scrie 


armonice, Folosind tehnica transforma! 
Е зг Е 


e^ =[к(Е} ^ ak unde. g(E')= 


(E-E 
De aici rezultă că funcţiei de undă amortizatá п corespunde un domeniu 
de energie (E"). Prin urmare oricărei stări energetice caracterizate printr- 
un timp de viață finit, îi corespunde o nedetermunare energetică О relaţie 
cantitativă între timpul de viață şi lățimea energetică a stării cuantice se 
poate obține dacă se consideră forma funcţiei g(E'). Lăţimea funcției 
| calculată pentru valoarea jumătății maxime este: SE = A/2x, de unde 

1:6E = h/2 (relația de nedeterminare Heisenberg). Lăţimea energetică 


ÕE este cunoscută sub denumirea de /ățime determinată de timpul de 
viață (lățime naturală) 


3. Perturbafia nerezonantă. Oscilaţiile forțate ale momentului 
de dipol atomic. Amestecul frecvenţelor. 


Presupunem că frecvența perturbatiei externe nu este îi 
cu nici o frecvenţă ran спасет sistemi antc, ur тегенде F 
Omn пи coincid nici cu multipli ai frecvenței Їл acest caz se va stabili 
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"t = 1699) Аб са amplitudinea -e 
Фао пб pati 
devine: 

c E~ “E da (0) di (e) обов) N. "P 


unde 4, (г). reprezintă coeficienți necunoscuţi, dependenți de timp. 
Expresia explicită a acestora, va fi evaluată cu ajutorul teoriei perturbafiei: 
de ordinul întâi (dependentă de timp), sub forma: 

aQ) = aea, (), 
unde ay (r) este proporțional cu perturbatia (ay (/) «c У(:)), iar condiţia 


inițială este de forma: a - 8 б.к. Presupunem că sistemul atomic, 
pentru toate stările cuantice m, nu prezintă momente de dipol constante 
(mm = 0). De asemenea perturbata este considerată slabă, deci 
valoarea coeficienţilor ax(r) este mică. 


Din expresia (3.1) a momentului de dipol al sistemului cuantic зе 
rețin termenii liniari în ay (0), corespunzători teoriei perturbaţiei de 


ordinul întâi. Expresia momentului de dipol devine: 
к=-5@@+а„()/ (cas (хр шк ce. 
mk 
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(3:2) п= УВ - (exp (it EC 
ђ т 
? 


Expresia Һатінопіапищ 


п mod ех 


сш!ат 


armonic аге 
» a de elong 
perturbator este. V(r)  e& e(r), unde 


forma. e([)= 2Eg coscor, deci elementul de matrice а поша 


devine am 
Ула()= А mmeXp(o 0/73 


de unde rezultă că momentul de 


dipol al sistemului atomic. 


ub influența 


i frecvenţă. 


â fi ntá гага Cu а! 
câmpului armonic de frecventă о; oscilează cu ac 


In problema analizată nu se urmăreşte comportarea tranzitorie a 


5 ergetice al emului аі 
proceselor de tranziţie între stările energetice ае temu tomic. сї 


regimul staționar al răspunsului sistemului la acțiunea âmpului extern 


De aceea se consi 


à t — co. Pentru a suprima oscilatiile inițiale care 


apar în procesul de comutare (la momentul aplicării câmpului - regimul 
tranzitoriu), se ada 


a perturbatie un factor de forma exp[-Y т(:-2)] 


Din punct de vedere fizic aceast factor evidențiază faptul cà cuplajul dintre 
câmpul perturbator si sistemul cuantic se realizează foarte lent. După ce 
se efectuează toate integralele pe durata timpului de interacțiune, se 
calculează valoarea limită a rezultatului pentru ү —> 0. Pe baza aceastei 


observaţii, expresia coeficienţilor а? (f) este de forma: 


unde sau folosit 


motae Omn = Om- 0, 
Omn = Omn. + 0, iar momentul de dipol are forma: 
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Dacă sunt analizate aproximatile de ordin superior 
 perturbatiilor se poate evidentia că acestea conduc la contribuţii 
asemănătoare cu cazul prezentat. Pentru a analiza noile с 
consideră câmpul incident sub forma unei superpoziţii a două câmpuri 
armonice cu frecvențele œ; şi 05. Hamiltonianul perturbatiei este de 
forma: 

(3.4) (0) = e&(2Ei cos оу + 2E; cos о). 

Integrala dublă dependentă de timp poate fi uşor evaluată. Presupunem. 

Oj F Om» 20j * Omn G- 1,2) şi 95 + оу Og. 
Pentru a demonstra ideea generală, să considerăm un singur termen. După 


efectuarea integralelor se obține: 
1 2 
2) 
no) E (- 1 2 Hmn Pino 
ai 


Folosind această expresie pentru evaluarea momentului de dipol 


EE, excl (oaa EO -о)] 
Omn; 702 Omn 701-07 


corespunzător, se obține 
(3.5) BÓ) a Y hn Hmn, а, EXP|- (01 +9), 


m 


257/- 


e dipol 


prin urmare perturbapia ‹ 


cvență egală cu suma frecv 


atomic cu o 


in toate 
eri toți termenii de с 


Dacà se con: 


combinaţiile posibile, şi anume: 
201, 


0, =01 +92 
nai termenii de ordinul 


Acest rezultat a fost obținut considerând nun 


а este necesar să se 


ru o tratar 


doi ai coeficientului di, Pe 
iilor de ordinu 


considere şi produsele ce provin din teoria pertu 
Oscilaţiile dipoli 
realizează ame: 


cazul pr 
interacțiuni 


sunt surse de radiație em 


neliniare, 


ențelor (9j, 02) Р 


rezultând frecvenţe noi la suma şi diferența frec 'entelc 


4. Int unea dintre câmpului radiației optice coerente 


şi sistemul cuantic cu două stări energetice 


Să 
(Ej şi E; 
ded: Vj = 


radiație optică coerentă, considerat sub forma unei unde armonice plane: 
е(г‚!)=&Босов(К-г—г)= 


_EEo| био) етә) &Eo |. -iot | ышы | 


dacă г (localizarea centrului de masă al atomului) se consideră drept 
origine a sistemului de coordonate, iar dimensiunile sistemului cuantic 
sunt mici față de valoarea lungimii de undă a :adiauei tolosite, ceea ce 
permite considerarea aceleaşi valori a intensității câmpului electric ре 
întreg domeniu de extindere a sistemului. Sistemul de ecuaţii a .5) 
conduce la: | 


Va (r.1)- ferr) etr, D 
= 26e -iot * Ere jer Y or E 
= Сез) T (E, еер бее) 
Vay(r.t)- [ез (к)МУ(т./)р\ (с)? г „ешр, et ёс) 


Deoarece mărimile — q(r) рог fi complexe, vectorul 


n? = [о1(0) ее (п)? r este reprezentat printr-o mărime complexă. 
Valoarea numerică a vectorului rjj depinde de funcţiile ф(г), deci 
mărimea elementelor de matrice Vj; şi Узр ale tranziţiei din starea 
| fundamentală poate varia faţă de raza Bohr rg 20,5 À până la un factor 
egal aproximativ cu 10 


Sistemul de ecuații diferenţiale cuplate (4.1 a,b) devine: 


а a ()- 5 еш) e -iot Бб -=© „(у (ОЛЕ 
‚Ж i2h 
i (4.1 a) 


| ЕСС me e on-9Y „Б ento +o (у) 


(4.1 b) Zal)" Et era) J(E, бато Eg ellen ta) a у) 
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Se introduc notațiile 
A=0 зу. care reprezintă 


dezacordul dint е 


câmpului perturbator şi frecvența tranziției, 9i 


&E( 


l/ cunoscută sub denumirea de / 


- Од = 


x er. une dintre sis 
Rabi, care reprezintă energia de interacțiune dintre 5 


i de frecvență, Deoarece 


câmpul em, exprimată în uni 


"m 


matrice al tranziției satisface 
Qi? = Оз, unde 


radiație polariza 


i o mărime соп 


circular) Dacă &E este un vecto 


năr real. Act 
re a funcţiilor de 


mărimea О poate fi consid 
realizată printr-o alegere corespunz, 


n n 


In continuare se consideră că sunt realizate aceste 


Dacă frecvenţa câmpului urbator este apr: 


tranziției, valoarea mărimii (5, + о) езіе foarte mare față de 
mărimii ($5; — Ф). In aceste condiții dependența de timp a termenului ce 
confine argumentul (œz; + о) față de dependența de timp a termenilor 


9(1) este foarte rapidă, astfel încât, pentru un interval de timp mare f 


А 
de perioada de oscilație, valoarea medie a acestuia este egală cu zero. 
Acestă condiție este cunoscută sub denumirea de aproximatia undei 
rotitoare (rotating-wave aproximation - RWA). 

Considerând această aproximație, setul de ecuații cuplate (4.1') 
devine: 


а) 
b) 


О, i 
= 2 dj (re^! 
9, NS 
"2e iät 


Setul de ecuații cuplate (4.2) 
coeficientul dy (f) se acceptă forma: 


(42) 


) se poate rezolva dacă pentru 
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unde: о? = 4 «lof, reprezintă frecvența Rabi 


(dezacordatà). 
Soluţia setului de ecuații (4.2 a,b) este de forma: 

„A a 4 
[| ==: i 

(45а) d()se? |A,e ? «A e2 |, 

Mo- 2 gii dato) 

102 а 

(4.5 b) 


Relaţiile (4.5 a,b) reprezintă soluţiile generale ale ecuațiilor. (4.3 
a,b). Pentru a stabili soluţiile concrete este necesar să se considere 
condiţiile inițiale. Un set de condiţii inițiale care corespund situației reale 
este de forma 
(4.6) 1,(0) 1 şi d; (0) 0, 
ul că la morentul initial sistemul cuantic se айа în starea 
fundamentală. La momentul t — 0, din ecuaţiile (4.5 a,b) se obține: 
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(47) А.А = 1, respectiv: (A -о)А WAT *? 


A 


de unde: 


in (4.5 a,b) se obține e 


Dacă aceste relaţii se intro 
coeficienţilor de probabilitate: 


4()=е 2 | 


(4.8 a) 


(48 b) 


Probabilitatea ca la momentul f sistemul cuantic să se afle în starea 
inferioară este dată de relația: 
2 
(49а) Jay = cos (B* 2 «(&) sin? ie. 
2 О. 2 
iar probabilitatea să se afle pe starea superioară, folosind relația 
ЕА Ол! „este: 


e» o ru) 


Se observă că există relația de conservare a probabilității: 


{ | kr +0) = Le 


Fig. 7 а,Ь,с 


Din relația (4.10) rezultă că probabilitatea de ocupare а stării 
(popularea acesteia), în cazul rezonanței exacte, variază între valorile zero. 
şi unu (fig. 7 a,b). Probabilitatea amplitudini oscilează cu frecvența 
[Оз1|/2‚ în timp ce probabilitatea de prezență oscilează cu frecvența 
101, adică cu frecvența Rabi. Se observă că după un interval de timp 


® 


i ste regăsită pe starea 
tj; = 21/051, toată populaţia stării inferioare ё 
Е а je timp, să fie 
superioară. erior, după ас К 
пїепоагї. Variația populați 


ea a stării inferioare 


față de с 


a intensități mici ale 


chiar 


comportarea momentului de dipol 


Vitel 
1.0 


0.5 


Fig. 8 
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i)» [#`(—ех}#а?х= 


Em ON 
= [ | ei Pu yeso + ip; 587 


. In fig. 8 este prez 
Cu cât dezacordul este mai mare, cu atât este 


intensitatea perturbației să fie mai mare, 


5. Modelul cuantic al lui Lorentz. 


| Modelul Lorentz sau modelul dipolului electric liniar озойап 

| amortizat explică din punct de vedere clasic atât fenomenul de emisie а 

radiației optice cât şi cel de interacțiune a acesteia cu substanța. Modelul, 

consideră mişcarea oscilatorie a unui electron față de o poziție de echilibru 

dată. In continuare se va analiza din punct de vedere al mecanicii cuantice, 

justetea modelul Lorentz şi necesitatea introducerii noțiunii de. tărie. a 
oscilatorului 

In modelul Lorentz variabila dinamică ataşată electronului este 

deplasarea x. Pentru a stabili legătura dintre modelul Lorentz clasic si cel 


nsideră drept variabilă dinamică deplasarea. 
toare, adică valoarea așteptată (г) a sistemul, In: 


cuantic, în teoria cuantică se cc 


| "cuantică" corespun: 

| cazul sistemului cuantic cu două stări energetice, valoarea așteptată este: 
«Га à 

| (г)= fe (r, Deer. n)? т, 
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ia liniară а funcți e 


pe 


iar funcția de undă totală est 


caracteristice celor două stâri si 
Со? 
(И 


= leu) m+ 2 


Expresia se simplifică dacă se consideră. 


aţionare, deci 


d ОИ = 
ноз 95 (сте + 029 ) 


e Ka с105721 
=Ур = га се 


conduce la: rj = гуу = 0, adică: 
(5.1) (т) = ejeoro + 

Deoarece se urmăreşte 
clasic, se va stabili ecuația de evoluție în timp 


rj =сү©й2+°© 


i Lorentz 


(е) 


д cuantică a modelul 


a valorii ast 


Pentru simplificare se consider: atie liniar polarizată, ig este o 


mărime reală. Din ecuaţiile (4.1), dacă se alege valoarea fazei азе! incât 
obține 
să se obțină o valoare reală a mărimilor гу € Eo Şi V31, se obpne 


dj» * 2 
a (eiea) =-(E2= 5)etei- Val =le) 


Din acestă relație se poate decuce relația: 


(5.2) 
4_(бо,)= 


= (66-81) со -(,- Я; р | 


Ет „Ы -ы 


Deoarece rjj este o mărime reală, relaţia (5.1) se poate scrie sub forma: 


(ғ) =п;[ ол+сй ) Dacă se adună relația (5.2) cu corespunzătoarea 
ei complex-conjugată se obține: 


а 2 
(5.3) aim (e mla E) ko | 


unde: 00 = 051. 


№ 


clas 


mică, din pui ШТ cuantic trebuie 
probabilitatea de ocupare a stărilor excitate este 
urmare în cazul sistemului cuantic cu 2 niveluri sunt îndeplinite condiţiile: 
ka? (а deci: laf =1, de unde: [216 -lesf &1 (aproximatia stării 
fundamentale). in condiţiile valorii scăzute a intensității excitării, ecuația 
(5.3) devine. 


2 
(5.5) E «ijo 28 


e nalr E). 


Această ecuație diferă de cea a modelului Lorentz (5.4), numai în ceea се 


priveşte constantele din partea dreaptă. 
Să analizăm detaliat un exemplu particular. Presupunem câmpul 


electric orientat în direcţia z (E = ZE), deci: 


? 2е00 
(5:6) ar 2 + zao n ZEA 
а? ) A 


iar stările sistemului cuantic sunt stările atomului de hidrogen 100(15) şi 


210 Qp) 

67) (к) = Rio(r)Yoo(6,0); o (r) = Ra1(r) Y19(9,9) 

(în aceste calcule spinul nu joacă nici un rol si poate fi considerat 
m,- zi pentru ambele stări). Pentru a evalua cele trei componente ale 


mărimii туз, coordonatele carteziene 


х = rsin cos, y = rsin€ 


Să evaluăm componenta 2 


е т 


5 În Rău ()Rio(r ar T I To (8. Wes b)dbde 


0 00 


Partea radială 


= 2 \—3, 
т = ac?) ao) 4 


unde: je Е 
0 

deci туу =1,29а0 

Partea unghiulară: Notám: Z5; componenta vectorului unitate” 


T =ăsinOcosg +3 sinOsin$--Z cos 


Se obtine: 
2л 
РЕ x [а] cos! sinoade = x pL ta |. 
o 0 : 
deci Za 7IjZgq7 mE 
Prin acelaşi procedeu se constată că, pentru stările atomului de hidrogen 
descrise de relate (5.7), mărimile x), Şi ууу se anulează deoarece 
dependinta de ф este exprimată prin funcțiile cosh şi sin, iar integrala 
pentru aceste funcții, în limitele 0+27, este egală cu zero, 
Deci ecuaţia (5.5) devine: 


d? 1 
(5 * apo =+ 


$9. 
0252382 


Eo (Е. 
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Valoarea lui f se cunoaşte din experimente de dispersie si absorbție. De 
ex, din relația (5.9) se obține valoarea /= 0,416 care reprezintă tăria 
oscilatorului ataşat tranziţiei n = 1 la n = 2 a hidrogenului. Aceasta pe 
de o parte demonstrează justetea modelului cuantic Lorentz în condiția 
excitării slabe deaf ((L), iar pe de altă parte s-a obținut relația pentru 
tăria oscilatorului tranziției funcție de parametrii atomici fundamentali. 
Prezența constantei 7t indică natura cuantică a mărimii f. 

Exemplul prezentat lasă impresia că direcția 2 joacă un rol special. 
Modelul clasic, conform relației (5.4), răspunde la acțiunea câmpului 
electric indiferent de orientarea acestuia. Pe de altă parte, modelul cuantic, 
conform relației (5.5), răspunde numai la componentele câmpului paralele 
cu vectorul гуз al elementului de matrice, adică, modelul cuantic prezintă 
un sens al unei direcții interne. 

In cadrul sistemului cuantic care modelează atomul, dacă acesta 
este supus unei acțiuni, asupra lui trebuie să acționeze forțe de orientare 
sau de aliniere, de ex. dacă este supus acțiunii unor câmpuri electrice sau 
magnetice statice externe. Câmpurile exteme prezintă un efect de 
"ridicare" a degenerării stărilor. In aceste condiții, fiecare set (у, /, m) de 
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oare distinctă a encreiei Dacă 


numere cuantice de stare se referă la О val us 
ари! по 


atomul ín SP: есаге 


area externă ( 


lipseşte alinierea sau о à 
» asociate cu acelasi |, 


osibile 
tranziție este degenerată, deoarece valorile т! P b 


denotă stări cu aceeaşi energie E 
liber modelul cuantic cu cel clasie 


Pentru a compara în spaţiul 


nerarea stărilor iniţiale 
e contribuie la tranziția 
de 


şi final 9а 


trebuie să fie cunoscută de; 


sunt prezentate stărilor cu valori т diferite c! 


1з —э 2р descrisă de funcţiile de undă (5.7), lar fig. 9 b сс 


situaţiei tranziţiilor p — d 


me0 metit) 


mon lOs) 


Fig, 9a 


: 


-2 т=-1 m=0 mei m=+2 L.2(d 


ША 


m-0 т=+1 Е10) 


с 


( 


т т т : 
unde sumarea se realizează pe toate valorile лї ale, rilor 1 şi 2, 
Expresia tăriei f a oscilatorului ia în considerare aceste principi de 
simetrie. Ca rezultat mărimea este convenabil să fie exprimată ca o 
combinaţie izotropă: 


к +y + ETE Tus 


sub forma: 


(5.11) рА 


210) 
E y no m 
LY nj ty 


m 


unde suma se extinde asupra valorilor т ale stárilor finale а tranziției. In 
exemplul de față starea finală ‘Y, este neprecizată din cauza 


presupunerilor făcute asupra probabilității de prezență pe niveluri 
tia stării fundamentale) 
ele prezentate reprezintă 


(aproxi 


onfirmarea cuantică a modelului 


Lorentz clasic. S-a considerat că în condițiile probabilității scăzute de 
an electron al atomului răspunde la câmpul electric ca şi cum ar 
Printr-un resort de nucleu. Frecvența oseilației clasice œp 
corespunde frecvenţei tranziţiei. Pentru a realiza o concordanță detaliată 


cantitativă cu mecanica cuantică trebuie să se introducă tăria oscilatorului. 


m. 


Modelul cuantic prezentat a inclus în calcul numai două niveluri 
atomice, însă, folosind ecuaţia Schrădinger dependentă de timp, poate fi 
justificat, pentru amplitudinea probabilității, pentru 
atomice, presupunând că atomul rămâne си probabilitate mare în starea 
fundamentală. In condițiile probabilității scăzute de excitare nu este 
entală şi primu! 


toate nivelurile 


necesar за se considere decât starea fundam 1 nivel excitat al 


atomului. Justejea presupuneri rezultă din faptul că tăria sciiatorului 
pentru atomul de hidrogen corespunzător tranziției între nivelurile n — 1 
д şi alte niveluri 


şi n =2 este mult mai mare decât între nivelul de baz: 


sperioare. De aceea aproximaţia sistemului cuantic cu douá niveluri, care 


include numai nivelurile n = 1 şi n = 2, este о aproximație justă, dacă 


probabilitatea de ocupare a nivelului fundamental este mare 


îndeplineşte condiția 


-Е; 


20 = 031 = $16 * Omn, unde :m, n = 1,2737 


iti 3 se poate reali; 
ln schema din fig. 10 tranziţia 1453 se poate realiza prin 


(3). бе a stării (3 

intermediul stării (2) dispusă fie sub starea (3). fie deasupra s (3) 

Elementele de matrice ale tranziției sunt е 
maf) = Ашехр(—їю®/)+с.с 

însă presupunem că: Van =0 (m=1. 2. 3) (sistemul cuantic nu 


уз М 
prezintă moment de dipol permanent în aceste stări) şi = Vai 


forma; 


(tranziția 1— 3 este interzisă), Se consideră de asemenea că tranziţiile 
132 şi 2 — 3 sunt permise Vm 
Mj * 0, respectiv У s di Va; # 0, respectiv Vz; + 
Cu toate că tranziţia 1 — 3 este interzisă, popularea stării (3) este 
“posibilă prin intermediul proceselor în două trepte. Condiţiile initiale sunt 
de forma: d,(0) = 1 (sistemul cuantic se află în starea fundamentală), 
respectiv: d» (0) = 0 și d, (0)= 
SA 
In aceste condiții să calculăm probabilitatea de prezență аб ) ( 1) in 


ea 3 ca rezultat al ii interacțiunii de durată t. In acest scop se consideră 


a (I1 2.8): 
em 
af) - af. (E! PV (o) a + 


(- 3e zi К fon jas (Я xg Dar, 


a 


t D | 
an 4@()= Qn [Van | Va (s 
o o 
După efectuarea integrării se obține: 
(12) a9X- i 


Prin urmare cámpul incident poate determina tranziția 1 — 3: electronul, 
într-un proces cuantic unic, efectuează tranziția 1 2 prin absorbţia 
unei cuante Йо) şi apoi 2—3, prin absorbția celeilalte cuante. Un 
asemenea proces, in care mu se conservă energia, se numeşte tranziţie 


virtuală. Conservarea energiei se realizează pentru procesul total: 
Ез = E + 270. Diferenţa dintre nivelul intermediar şi cel fundamental nu 


coincide cu Acw; Dacă ar fi egală cu Ao ar apare un proces de absorbyie 
în cascadă care poate fi tratat în limitele perturbatiei de ordinul întâi 
Absorbtia polifotonică se tratează folosind teoria perturbaţiilor de 


ordinul n 


Deoarece radiația incidentă este monocromatică (Şi nu armonică), 


formalismul prezentat anterior se extinde considerând distribuţia 


E 


| 
| 


;tabilege că popularea nivelului 


întâmplătoare a fazelor. In acest caz se 


(3) creşte linear cu timpul, si nu pătratic 


г de ordin superior 


2. Prezentarea grafică a perturbațiiloi 


chródinger 


ecuati 


După cum s-a stabilit in cap. Il 
emul cuantic şi 


mului total constituit din s 


de timp descrie evoluția si 
emului cuantic. 


perturbatia externă ce acționează a 
printr-un numár mare de stări 


Sistemul cuantic este ca 


cuantic, permise, Notam cu a starea iniţială a sistemului total şi cu ^ starea 


turbatia, 


finală a acestuia. La momentul inițial (t = 0), când se aplică 


5 


sistemul se află într-o anumită stare iniţială de єх k s 
ste diferit de zero, in timp ce 


coeficientul dy, corespunzător stări initiale 


toți coeficienții dy pentru К + a. la тоте tul iniţial, sunt e 


Sub acțiunea perturbaţiei, sistemul cuantic trece din starea 
funcţia de undă WW, într-o al е mea amplitudinei 


adică m 


zero. Probabilitatea ca la momentul t, mul să se afle în starea b, va fi 


proporțională cu pátratul amplitudinii acestei stări 
was ()= (2 

cu condiţie inițiale |da (0) = 1 si | (0) 

Soluția ecuaţiei diferenţiale (II 2.9) se poate scrie sub forma: 


staționar + perturbatie) este egală cu energia totală a sistemului în starea 
perturbată Ey. ^ emit: 

Să analizăm elementul de matrice. Acesta, capătă o formă simplă 
dacă se reprezintă grafic sub forma unor diagrame. care evidențiază 
evoluția în timp a procesului de interacţiune, Se face convenția ca 
interacțiunea să se reprezinte grafic printr-un punct (vertex), iar starea 
sistemului printr-o linie continuă. 


In acest mod primul termen se reprezintă sub forma: 
eVa, 
ceea ce înseamnă са sistemul trece ca rezultat al interacțiunii V, dintr-o 
Stare inițială permisă (а) în starea permisă finală (В). 
Al doilea termen se reprezintă; 
NN * у Mia Via 
к. Ea- Eg, 


a 


adică, sub acţiunea perturbatiei V, sistemul trece din starea iniţială a în cea 
finală 5, printr-o succesiune de stări intermediare n. Spre deosebire de 
stările initiale şi finale (a, 7), în care sistemul poate avea un timp de viață 
mare, stările n sunt nestabile şi se numesc stări virtuale, 

Al treilea termen se reprezintă sub forma: 
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_ аис ож 
kik; 
t ea a în b prin două 
ашса sistemul, sub acţiunea perturbafiel, trece din star І 
succesiuni de мап intermediare (virtuale) kı şi К 
Din aceste diagrame se evidenţiază regulile 
1 de CET 
1) Fiecărui punct i se ataşeaz tul d i 
interacțiunii. de ex 
( з 
ae îi 


inițiale. iar Ey, - energia stăii intermediare; 


3) Se reauzează sumarea pentru toate stănle intermediare: 
a ki 
aze =R e —— 
~ 1 
5 у. — 
2. ka E bki 
ki Ea Ek 


Prin urmare pentru calcula probabilitatea ипе! tranziții cuantice 
este necesar să se cunoas à spectrul energetic al sistemului neperturbat şi 
elementele de matrice ale pertirbației. 

Tranzitie nemijlocită între stările inifial-Ginal (a <> b) este posibilă 
1 піші de matrice al perturbației Vp, dintre aceste stări, precum 


„Sunt diferite de ЕА айса este îndeplinită legea 


а 


virtuale), este. r ca va a elementului de 
să fie diferit de zero, Deoarece timpul de viaţă al sis 
stare virtuală (8t ) este foarte mic, nedeterminarea asupra Valori energiei 
stării virtuale (8 E), conform principiului Heisenberg; (Bt8E =A), este 
foarte mare. Din această cauză pentru tranzitiile virtuale nu se aplică legea 
conservării energiei, respectiv pentru stările virtuale пи sunt îndeplinite 
relațiile cunoscute între energie, impuls şi masa particulei considerate. 
Posibilitatea existenței acestor stări reprezintă un rezultat al teoriei 
perturbaţiilor din mecanica cuantică, considerând relaţiile Heisenberg. 
Tranziţiile virtuale separate nu au sens, însă ele reprezintă о treaptă 
necesară a tranzițiilor reale. 

Dacă factorul perturbator este reprezentat de câmpul em 


(ansamblul de fotoni), atunci energia totală a sistemului este constituită 
din energia internă a sistemului atomic (electron + câmp staționar al 
nucleului) + energia câmpului em (cauza perturbatoare). Procesul de 
interacțiune de tip absorbţie este de forma. 


In starea 


istemu] total este constituit din sistemul atomic cu 

energia internă E, si un foton hogy, deci (Ea = Ey Jte») iar în starea 
а Condiţia de interacțiune 
presupune E, = Ey, de unde rezultă conditio lui Bohr: fo = Bg Бү, 


rgia sistemului rezultat este E 
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ч el foton. 
dacă elementul de matrice al interacțiunii electron- оюп. Vg p, 993€ 


diferit de zero. 


nnal monocrom: 


їс, 


Dacă câmpul em este reprezentat de иг 


acesta poate fi dezvoltat în serie Fourier sub forma succesiunii continue de 


unde armonice liniar polarizate. Probabilitatea tranziţiei Và f diferită de 
zero dacă spectrul radiației perturbatoare conține frecvența tranziției 


гапда prezintă un caracter rezonant, iar sistemul atomic Se COmpo 


Ga un ansamblu de oscilatori eu diferite frecvențe proprii (ша). Care pot 


intra în rezonanță (interacțiune) cu di! 
externe. 


armonici ale perturbatiei 


Ms 
E: was 
omm wt 


1. Introducere 


Ane 
Orice corp, pe baza energiei lui intere, emite în sp; 1 


înconjurător radiație em, cunoscută sub denumirea de radiație termică. 
Simultan corpurile absorb radiația termică şi ca rezultat, între corp şi 
câmpul radiației se stai 


ste echilibru termic. In aceste con 


ţii se poate 
introduce noțiunea de /emperatura radiației, egală cu temperatura 
corpului. Radiația t 


ică reprezintă unica formā de radiație care poate f 


їп echilibru termic cu subst. ondensată, 


Analiza compoziției spectrale a radiației emise de către substanța 
aflată în stare c 


lensată a 


aceasta prezintă un spectru continuu, 
а carui structură este aproape independentă de proprietățile materialului 


e emite, însă depinde de temperatură. Există un anumit tip de corp a 
cărui emisie termică este complet independentă de natura materialului din 
Care este realizat, cunc 


ut sub denumirea de corp absolut negru. 
Suprafața acestuia are proprietatea de a absorbi complet radiația incidentă, 
Capacitatea, de a emite fiind egală cu zero. Această caracteristică poate fi 


-Eia 


, însă fc 


explicată pe b : 
ja) poate fi 

(distribuţia dup 

mită radiație cu 


explicată pe 


aceeaşi compoziție spectrală ca şi с 


se realizeze echilibru termic, pre 


sursă 
substanță pentru toate frecvențele de 1 Echilibrul se 
realizează numai d stemele с anta pot 
absorbi radiație de orice fre rt parte din 
aceasta, să о transforme în energie de agitație termi 
Un ansamblu format din sisteme cuantice ivalent din 
dipoli electrici, intră în 


punct de vedere clasic cu ш ansamblu de 


Тегопаца cu câmpul ет la frecvențe bine determinate care formeaza un 


u continuu. Prin urmare 


spectru discret sau, pe domenii finite, un speci 
într-un ansamblu gazos se realizează echilibru între radiație şi substanță 
numai pentru frecvenţe bine determinate corespunzătoare d. >meniilor de 
absorbție ale sistemelor atomice constituente. În corpurile lichide şi în 
special în cele solide, deoarece interacționează puternic, sistemele atomice 
îşi pierd individualitatea, în acest caz sistemele care interacționează cu 
radiația pot fi considerate drept sisteme de oscilatori cuplati, ceea ce 
determină creşterea numărului frecvențelor de rezonanță. Dacă se 
consideră doi dipoli electrici oscilanti identici, izolaţi, ei interacționează 
numai cu radiaţia a cărei frecvenţă este egală cu frecvența proprie, de 
oscilație, Dacă mişcarea lor este cuplată datorită interactunii, ei formând 
un sistem, acesta prezintă două frecvențe proprii de oscilație, ale căror 
valori sunt puţin diferite de valoarea frecvenței proprie inițială. Numărul 
frecvențelor proprii creşte odată cu mimárul oscilatorilor cuplafi 
^ Sistemele condensate (în care sistemele atomice interacționează 
puternic), constituite dintr-un murnár foarte mare de oscilatori cuplati, pot 
absorbi radiație într-un domeniu continuu şi larg de frecvențe. In sistemele 


este foarte mică faţă de suprafața internă a cavității. Dacă un fascicul de 
radiație, incident pe acest orificiu, pătrunde în interiorul cavității, el va 
suferi reflexii pe pereţi, însoțite de absorbție, iar o parie foarte mică din 
fluxul energetic incident pe suprafața orificiului e părăsi cavitatea. 
te încălzită la temperatura T, atunci pereții а emit 


de către aceştia, 


Dacă cavitatea e 


radiație term: Iterior este reflecta 


libru între radiația termică 


cea absorbită. O 


adiația termică de echilibru 


rior iese în exterior 


prin orificiu, ac acționând ca un emițător de radiaţie termică, suprafața 
deschiderii avân etățile unui corp перт a emisă prezintă 
Spectrul corpul u, corespunzător temperatu: a pereților cavității, 
Баса Ф, ul 


tral de radiație prin suprafața 
atura T, iar (v. T) 
ca rezultat al proceselor de 
diantă, atunci se poate 


orificiului de arie 


ţii aflate la temp 


fluxul spectra 


T tre suprafața сау 
transformare a energ 


intere în energ 


Scrie o г 


servare a energiei de forma 


=з. 


(1.1) e, (v, T) - Dalv, T) RP 


ral de 


unde R(y) reprezintă factorul 


cavităţii, iar mărimea к(ъ)Фе(у,Т) - баси 


suprafața cavităţii, reemisă de către aces 
îndeplinită pentru toate frecvențele cuprinse 

Pentru un element de suprafaţă al cavită 
fluxul do(v,T) o parte din acesta dor(v 


incident 


rece prin stratul de 


substanță spre interior (este transmis), o parte e sorbit in stratul de 


formá de 


substanță, o parte este reemis s! 
exterior, iar între aceste fracțiuni există relația de сс 
(12) doly, T) - dor (v, T) d, (v, T) * do; 
Considerând mărimile: 

dor(v) аФд(у).. а 

(13) т(у)у=——Г^— Alv =A oi р(у)= 
v) аФ(у) () афу) ) 

definite într-un punct al suprafeței, unde Т(у) reprezintă factorul spectral 
de transmisie, A(v) - factorul spectral de absorbție şi R(v) - factorul 


dab 


spectral de reflexie, relația (1.2) devine: 
(14) T(v) + (v) (v) =1 

Dacă pereții cavităţii sunt netranspareaţi Т(у) = 0, atunci din 
relaţia (1.1), folosind (1 4), se obține: 


(1.5) aun ee а) 


Această relaţie este îndeplinită, independent de natura peretelui, dacă este 
realizat echilibru termic (echilibru între radiație și substanță, iar in 
substanță nu au loc alte procese de schimb de energie decât cele de 
transformare a energiei radiante în energie interni (termică) şi invers). 
Funcţia (v, T) descrie compoziția spectrală a radiației din cavitate la 


echilibru termic şi echilibru între radiație si substanță. 


identică « 
А(у) г! 
diferită d 
аге соп 
orpului 
subunita 
(1.5) m 


ener 


între ra 


păstrea 


avitàt 


6) 


în energie E eo deci nu se poate realiza. 1 
între radiație şi substanță. In aceste condiții radiația prezentă în cavitate îşi 
păstrează compoziția spectrală, diferită de cea a corpului negru. 

Dacă relația (1.5) se raportează la aria suprafeței orificiului 
cavităţii se obține: 
Ф(у,т)__1 dT) 
) AS 


ia incidentă în unitate de timp pe 


1,6) 
Deoarece Ф. (У.Т) r 


fața considerată, s elatia: 


unde p(y 


гер її energia prezentă їп 


unitate 


umini în vid, iar mărimea 


energetică spectrală a 


ie. Prin urmare relația (1.6) 


M(v.T) 

17) MW 2 cov. T)» elv. T) 

Em amer detem 
frecver 


Relana (1 7) reprezintă legea radiației ermice formulată de 


Kirchhoffin 1859, conform căreia raportul dintre emitenta spectrală a unei station 
| suprafețe aflate la temperatura T şi factorul spectral de absorbție al 
aceleeaşi suprafețe, pentru о frecvență dată. nu depinde de natura ecuație 
substanței. deci, pentru toate corpurile. este o funcție universală v şi 
Т Pentu o frecventà dată, această funcție depinde numai de 
temperatură, Dacă suprafata considerată aparține unui corp absolut negru unde | 
M(w.T) =1 (pentru orice frecventi si la orice temperatură), funcţia 
(v. Т) reprezintă emitanta corpului absolut negru E 
In legătură cu aceasta s-a pus problema obținerii pe baza unor | dem 
consideraţii teoretice a dependenței densității de energie a corpului negru satisfă 
de v şi T. care era deja stabilită experimental de către H. Rubens ў F | lipsă 
Kurlbaum si apoi de către O. Lummer şi E Pringsheim (1899). O A 
orma 


încercare de a obține din considerente teoretice aspectul funcției de mai 
_ sus aparține lui Rayleigh sí elevului său Jeans 


2. Relaţia Rayleigh-Jeans. 


In continuare se va urmări tentativa lui Rayleigh si Jeans de a 
a densitatea б а Energiei жш termice io, cavitate 


unde P(r,£) 
Care se propagă, 


forma: 


Q.1) 


Pentru а simplifica obținerea soluției acestei ecuaţii, 
câmp armonic, descris de relația: 


(2.2) e(r,1)= Re[E(r)er] 
"nde funcția E(r), care descrie distribuţia spațială а câmpului, trebuie 


determinată ca о soluție a ecuaţiei diferențiale (2.1). Relaţia (2.2), 
introdusă în ecuaţia diferenţială (2.1) și considerând. k = 0/c, conduce 
la: 

@з) (v? +к?)Ё„()=о, 

unde Eg (r) 


să considerăm ип 


reprezintă componenta x a fazorului intensității câmpului 
electric considerat în punctul dat 
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Soluția aceastei ecuații se stabileşte pna factorizare, sep: 
variabilele, sub forma. 
(24) Eo (x.),z) = F(x)G(y) Н(2), 


а (2.1) conduce la: 


1 4^ Н) 2. 


care introdusă în ecuația diferen 


Deoarece fiecare din cei trei termeni ai ecuaţiei sunt funcție d bile 


independente diferite, se poate scrie 
1 а(х) mu г 


Р(х) а? ED) а? 
unde componentele vectorului de undă trebuie să satisfacă condiția 
(2.5) К pk 


angulará cu pereții perfect 


Deoarece s-a considerat o cavitate г 
reflectanti, valoarea componentei intensității câmpului electric (modului 
fazorului) paralelă cu pereţii, la nivelul acestora, trebuie să fie egală cu 
zero. Prin urmare se impun condițiile 1а limită 
Eox(% y = 0,2) = Eo (x.» 21,270 = G(0)= G(L,) 
Бо(х%2=0)=Бо„(х,у,2=1,)=0 > H(0) = H(L;) 

O soluție care satisface aceste condiții este de forma: 


G(y) = sinky y. 


condiția: G(L,) = 0, este necesar са: sink,L, = 0, 


@в) 


Pentru a satisface 


unde c 


impusă de sausfacerea ecuației Maxwell: V-e(r, r) = 0 
Din relaţiile (2 5) si (2.7) rezultă: 


Ае 
ME ub 
ITE A 


care conduce la expresia frecvenței modurilor de oscilație care se pot 


к? 


forma în cavitate 


(2.9) 


Conform relației (2.9), numărul modunlor de oscilație permis a se forma 
în cavitate este infinit de mare, însă numărul de moduri cuprins într-un 
interval de frecvențe dy , centrat în jurul frecvenței v, este limitat. 
Numărul de moduri a căror frecvență este mai mică decât 
frecvența v a unui mod este dat de suma triplă: N = У, У) У). Dacă 


imn 


dimensiunile cavității sunt mari față de lungimea de undă a modurilor 
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discretă a variației frecver 


implicate în analiză, poate fi neglijată natura 
modurilor, iar suma se transformă în integrală 


(2.10) N= [al] dm | ап 


І ari ale cavității, р 
De asemenea, în cazul dimensiunilor mari ale cavității entru 


determinarea numărului de moduri nu prezintă importanță foni 


cavității, 


„bilită în cazul unei cavități 


de aceea va fi folosită relația (2.9) s 

rectangulare. In cazul unei cavităţi cubice se obține 

E25 26 

(211) = v 
c 


Setului de numere (l, m, n) i se poat 
q=îl+jm+ În 


a cărui mărime este: 


iar integrala (2.10) se poate scrie sub forma: 

(2.10) м= [а 

Conform relației (2.11), бесуепіа modurilor de oscilație permise ale 
cavităţii depinde de dimensiunile acesteia, dar nu depinde de orientarza 
vectorului q (respectiv a vectorului k) asociat 

In spațiul descris de vectorul q (sau k), vârful acestuia fixează 

frecvența unui mod de oscilație. Conform relației (2.9), frecvenţa depinde 
de setul de valori (ти), care, într-un sistem de coordonate 
K,- ky, k;. fixează orientarea vectorului de undă К. deci direcția după 
care se formează unda staționară. Pentru o direcție dată a vectorului К. 
intensitatea câmpului electric al undei ет poate să prezinte mimai două 
direcţii de acţiune reciproc perpendiculare, adică se pot forma două unde 
staționare identice, însă cu polarizări ale câmpului electric reciproc 
perpendiculare. 
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1 
intensit 
gală ( 
Spațiale 
electric 

oscila 
cores 
electr 
liniari 
cores 


mărimile componentelor Кү, К, Ку, atunci valoarea 


este dată de mărimea segmentului care uneşte originea 
coordonate cu punctul definit de coordonatele (k,, ky, kz). Y 


posibile ale vectorilor k > ky, k; sunt: 


E Зо ЫШ. э =® 
Q12 Ак,=к‚ E ^к, L Ак ыла 
Prin urmare în spațiul “vectorilor de undă" (spaţiul k), fiecărui mod de 
oscilație ii corespunde un volum elementar: 


3 

Vo = Ak, Ak, Ak; = (8 (volumul celulei unitate), care confine 
/ 

punctul localizat prin vectorul de undă k. Deoarece mărimile ККК. 


pot avea numai valori pozitive, trebuie considerat numai octetul pozitiv al 
Spaţiului vectorilor de undă. 
Pentru a calcula valoarea integralei (2.10') este comod să se treacă 
în coordonate sferice: 
EI 


N = f | fa? dasin dod, = E [ааа e ES 


E91. 


(Factorul 47 nt акш integ 
jar faciocl e din cauza restrict 
tive, d i ul 
constituit numai din numere pozitive, deci 
pozitiv descriu alitate fizică, ac nodi 
Deoarece: q = y tine: N(v) 
In analiza de ma n 
intensității с pului electric asociat тос ie 
(2.13 
Numărul de m ale 
limitat v+ este Legal ut 
corespunzător unui octet al volumului delimit 


ale căror raze sunt cuprinse înure k +k + d 


(214) (уа 


Densitatea modurilor de oscilație, mărul de 


unzătoare unității de volum $ interval de 


frecvențe, este dată de relația: 
_14М(у) алу? 


(2.15) 


iar der 
este d 


(2.15 


ашо 


k= 


prin Acre ена de undă, vectorul de: îi КЕ informaţii: rel. 
la direcția de acțiune a vectorului intensitate câmp electric față de direc 
de propagare (polarizare) şi relativ la corelația dintre fazele acestor. 
câmpuri. De aici rezultă că între undele ataşate fotonilor care populează 
diferite moduri de oscilație de asemenea nu există corelare de fază " 

Câmpul em din interiorul rezonatorului poate fi reprezentat printr- 
o sumă de moduri discrete ortogonale, cu frecvenţe si polarizări diferite gi 
cu distribuţie spaţială diferită. Vectorul intensitate, câmp, electric este de 
forma: Е(г,1) = Refe(r, 1)}, unde: 


(2.16) e(r, 1) =, Ас ua(r)exp(i2vat) 
q 


Modul de oscilație q este | caracterizat prin amplitudinea complexă А, 


frecvența Va, direcția de acţiune a intensității componentei electrice. 


(polarizarea) de-a lungul vectorului unitate Êq şi distribuția Spațială 
2 
descrisă de funcția complexă ortonormată ug(r): flus) ES 
У 
Mărimea êq А сца (г) reprezintă fazorul modului de oscilație q, Alegerea 


935 


funcțiilor de дегу de bază) ) 
modului de oscilaţii este 
E, = =ef e(r, Dre" (rr) 
In teoria em clasică, energia Eq poate avea orice va ati 


oricât de mică. E 
oscilații. 


3. Relaţia lui Max Planc 


Densitatea de a radiației le echilibru 


cu produsul 


corespunzătoare unui interval de frec 


mpul em în 
е (E(v)) 


dintre numărul modurilor de oscilație prin са 
intervalul considerat si energia medie a mo 


asociată fiecărui mod al cavității aflată la tei 


Conform statisticii Boltzmann, probabilitatea dw ca energia unui 
E este dată de 
rime constantă a cărei 


mod dat al cavității să fie cuprinsă în intervalul E 
relaţia: dw = Cexp(- E/kT )d E. unde C este o m 


valoare se determină din condiția de normare a probabilității. 


2 
[[Сехр(—Е/КТ)л E =1. Energia medie este descrisă de relația: 
0 


вл) (po E ir 


Prin urmare, din punct de vedere clasic, densitatea de energie 


medie asociată unei frecvențe date este: 
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(22) 


relație d 
телам 
Se obse 
descrisă 
ultraviol 

] 


care a i 
energia 
cuprins 
multipl 
implică 
cavităţi 
discret 


cavităj 


relația 


oscila 


(33) 


multiplii întregi ai unei cantităţi fundamentale de energie ( 
implic faptul că schimbul de energie dintre câmpul em din interiorul 
cavităţii şi pereții acesteia se realizează numai sub formă de cantități 
discrete, 

În această ipoteză, probabilitatea w, ca un mod de oscilație al 
cavității aflate la temperatura T să aibă energia E, = пу este dat de 
relația: wa = Cexp(- Е, /KT), iar energa medie a modurilor de 


oscilație devine: 


= 15 

63) (Ev) Я | в) fe sj 
exp| – — E 
2-0 kr, 2-0 kT 

Suma de la numitor reprezintă o progresie geometrică 

descrescătoare, care poate fi scrisă sub forma: 


| Dacă se diferen| această ide 


tia de distribufi 


prin interme numitorulu 


bat 


(3.3) 
| (3.4) (Е(у) 
| 
iar ех ensităţii de energie, în 
| relaţia 


| (3.5) 


oscilatori 
acestora, 


пеезепіа 


plecând 


energia 
domeni 


(3.6) 


pt 


jată de 


unde: 


carer 


Relația (3.5) înlătură dificultatea relației lui Rayleigh оңы 
d de la ipoteza echipartitiei energiei pe modurile de oscilație; 
energia din cavitate corespunzătoare: unității de volum, calculată pe întreg 
domeniul de frecvențe, mu mai tinde la infinit, 

(8.6) 


j 


509) 
Кре кт) [AKT 
Е J 


unde: 


| care reprezi 


Dacă în relaţia (3.5) temperat: 
i îi ocres a maximă а 
valoarea lungimii de undă i. ccrespt 
1 (A T) 
dp(^, T) 


densității spectrale de energie, din condiția: ТА 


relaţie ce reprezintă legea de deplasare a lui Wien 


blului de foton 


4, Funcţia de distribuţie a a 


în echilibru termic 


Plecând de la ideea ataşării unui с 


oscilație, putem considera că oscilatorului de fr 
energie E, = пло (deci ă în starea 


), îi corespunde 


zentate nivelurile 


fotoni de energie ho (fi. 11). In fig. 11 suni 


modului de 
ilatie contine 5 


toare la trei moduri de c 


energetice corespun: 
oscilație V; corespunde nivelului n = 5, deci modul de os 
ol" din punct de 


fotoni fiecare având energia Avy, modul уз este 
vedere energetic (nu conţine fotoni), iar modul уз este populat cu 3 
fotoni cu energia луз. Tranzitia oscilatorului dintr-o stare dată într-o 
stare energetică imediat superioară corespunde apariției unui foton in 
modul de oscilație corespunzător şi invers, tranziția într-o stare energetică 
imediat inferioară, corespunde dispariției (anihilării) unui foton din modul 
de oscilație. 

Dacă se raportează energia medie (Elo), caracteristică modului 
de oscilație, la energia fotonului Aœ se obține numărul mediu de fotoni 
care caracterizează oscilatorul cu frecvența œ, dintr-un ansamblu de 
foloni care se află în echilibru termodinamic la temperatura Т. 
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Fig. 11 


(numărul mediu de cuante corespunzător unui mod de oscilație), Folosind. 
relația (4.1) expresia probabilității poate fi scrisă sub forma: 
1 n ^o n 
COH. ducti e ) Л ex(- m) UEH 
Această mărime înmulțită cu numărul de oscilatori din unitate de 
volum, reprezintă numărul de fotoni cu energia Йа) prezenţi în unitatea 
de volum a ansamblului de fotoni aflat în echilibru: 


2 
o 1 
(43) п(о)= ле, 
nan ex( P0) -1 
kT. 
Funcția n(a) reprezintă funcția de distribuție a fotonilor după frecvență 


pentru gazul fotonic aflat în echilibru. In aceste condiţii relația lui Planck 
devine: 


(44) pio) = Ao ц(®) 
ilor fotonilor prin са 


adică er 


este reprezentat câmpul considerat 


Calculul numărului mediu de fotoni 


nui mod de oscilație al 


radiației corpului negru la diferte t conform relaţiei (4.1), 
conduce la valori foarte De ех јаса 
у= 4.10/* Hz (A = 0,750. m) 00K se obține r — € ^, iar 
pentru T 2 300 K se obține г = 0,1. Numărul mediu de fotoni pe modul 
de oscilație este mai mic decât unu 

Corespondenja dintre oscilatorul cuantic aflat în st de 
oscilație п şi ansamblul format din n fotoni presupune că pentru a 


caracteriza fotonul se folosesc mărimile utilizate pentru caracterizarea 


oscilatorul âmpului, care, în acelaşi timp 


i corespunzător al c 


caracterizează unda plană armonică (К şi о). In modul de oscilație k se 


4 


află n fotoni a căror polarizare si fază sunt în general neprecizate. Acest 
aspect depinde de tipul de sursă care radiază: sursă termică sau sursă de 
tip laser. 

Descrierea clasică а câmpulm radiațiilor optice prin unde em 
caracterizate printr-o frecvență daia se inlocueste prin descrierea care 
utilizează ansamblul de fotoni care se află într-o stare ko, Dacă densitatea 
de fotoni care se află într-o stare dată este г: (numărul mediu de fotoni din 
unitatea de volum care se află în starea ka), atunci densitatea de cnergie 


poate fi scrisă sub forma. 
2 
(4.5) р= Y Y fckng, . 
a=l k 
adică energia câmpului radiațiilor optice la frecvența @ este egală cu suma 
energiilor fotonilor ce populează câmpul dat. Impulsul total corespunzător 
unității de volum al câmpului este; 
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in cadr 


atunci 


in num 


m 
Să considerăm un mod de oscilație em d 
intensitate a câmpului electric este descrisă de o 


Refe(r. D unde: 


e(r, DI = ёАехр(— ik- r)exp(i2nvi}. 


In cadrul opticii clasice, energia unui mod de oscilație este: 


д 


Е} 42 
‚ astfel încât V = hvla|- 


Dacă se defineşte variabilă compl 


atunci mănmea | poate fi interpretată ca energia uni mod exprimată 


n număr de fotoni. Câmpul electric se scrie sub forma 
- (2xvt), 
Bu: bila complexă & defineşte litudinea complexă a câmpului 
optica ет clasică, р(ї?туї) descrie un fazor 


rmină câmpul electric sinusoidal 
tiv cea imaginară р = Im (à) 


lui 8 deoarece sunt 


za undei sinusoidale 


ului electric, Fazorul rotitor 
işcarea unui oscilator armonic, 


— — 


ste proporțională c 


componenta reală x 
vedere 


imaginară p este proporție nală cu impulsu n pun 
matematic, comportarea modului armonic са pului ет şi a 
oscilatorului armonic clasic este identică, Respectiv п em armonic 

ог avea comportări identice, 


cuantic si oscilatorul unidimensional cuantic 


Pe baza acestei analogii, enerpia totală a modului em de oscilație 
poate fi scrisă sub forma 


hy| 


adică trebuie să conțină echivalentul energiei cinetice si a celei potenpale 


Analogia completă cu oscilatorul armonic a cărui energie totală este egală 


cu i P +k ”| se obține dacă se efectuează substitutia: 


m 
Ф 


{ 1 
х= х E 
X2hv з N2hv В 


3 h 1 
Energia modului devine jl * o?). care este identică cu cea а unui 
oscilator armonic cu m=] (o= Jk. ) Deoarece analogia este 
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complet 


cea a 
тү 
п+—| 


27 


poziţiei 


отров 


(6.2) 


ч baza oscilatorilor liniari armonici. 
E cU 


Хопра ae fala pe 


И j oul gi uo 

Câmpul em al radiaţiei termice de echilibru dintr-o cavitate dată, 
aflată la temperatura T, poate fi reprezentat printr-un număr de moduri de 
oscilație, fiecărui mod corespunzándu-i o undă armonică caracterizată prin 
vectorul de undă k și polarizarea a. Pe aceste considerente, potențialul- у 
vector A(r, t) al câmpului em se poate dezvolta pe baza ansamblului 
discret de unde piane, conform relației 

A(r,1) ds X(c estet queue 
(6.1) A 
=F (а (0) еар (е 3l 


(Sumarea se realizeză d 


ectorii de undă Ky care definesc ansamblul 
modurilor de oscilație ale câmpului em) 


1 
Deoarece: e(r,r) = ——— 
с 


se obține 
аг 


f. ikr * vik 
e(r.1) = X ik(aue T -ape 1) 
т 


Energia câmpului em conținută în volumul V este dată de expresia: 


(6.2) 
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ае] 
k 


2 
$E акар [ау = Vei 
[4 V k 
L 
deoarece valoarea integralelor de tipul: [ex 


0 


zero, pentru n = 0, unde n satisface relație: k = n7 


et definit dacă sent dați 


Deci câmpul em din volumul V este co 


vectorii ap, numiți, din aceste considerente, $t ariabile discrete ale 


câmpului", Dacă dimensiunile volumului V devin infinit de mari, atunci 
mărimile aj prezintă o variaţie continuă, ele ү d descre campul 2: 


cu o distribuție continuă după frecvențe. 
In scopul trecerii de la descrierea clasică a câmpului em la cea 
cuantică este necesară introducerea din punct de vedere clasic a 


"variabilelor canonice", cărora, din punct de vedere cuantic, le corespund 
operatorii hermitici. In acest scop se trece de la variabilele aj, la 


": coordonata generalizată ©, si impulsul generalizat 
P, , care satisfac ecuaţiile canonice ale lui Hamilton 

анас он 40у 

ЗОИ эю, а’ 
unde Н reprezintă energia totală (funcția Hamilton) а sistemului 
considerat, Această trecere se realizează prin relati 


"variabile canonice 
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de und, 


satısfa 


Dupa cum .-« arătat, potențialul sector poate fi ales astfel încât să 
satisfacă relaţia V Ar :)=0, din care rezultă K-3, =0 sau 


КО, =0 şi К.Р, = 0, relații care urată că vectorii Ок şi Py sunt 


perpendiculari pe direcua de propagare a under, Acesti vectori prezintà 
două componente independente. care pot fi caracterizate prin indicele de 
Polarizare о. In aceste condiţii expresia energiei câmpului em se scrie: 


= I 2 202 
w= Y W X Yn. +0704), 
Ik 2aclk 
unde Wy, reprezintă energia oscilatorului liniar armonic de tip ka. 


Energia câmpulu em poate fi reprezentată prin suma energiilor 
unor oscilatori liniar armoniei fiecărui oscilator kc îi corespunde o undă 
plană armonică caracterizată prin vectorul de undă k și polarizarea a, 
Densitatea de oscilatori caracteristici câmpului em este identică cu 
densitatea modurilor de oscilație ale câmpului. 
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ani ice prin unde er 
Descnerea clasică а câmpului radiațiilor optice P 
descrie 


5 dată se înlocuieşte prin 
caracterizate printr-o frecvență dată se înlocuieşte P! 


Dacă d 


utilizează ansam! de fotom care se află într-o stare КС. 


jl mediu de 


de fotoni care зе află într-o stare dată este 7 (număru 
, atunci densitatea 


starea ka ce se află în unitatea de volun 


poate fi scrisă sub forma: 


(4.5) p= УУ hckhu ; 
a=1 К 


adică energia câmpului radiațiilor optice la frecvența © este egală cu suma 


energiilor fotonilor ce populează câmpul dat. Impulsul total core: 


unității de volum al câmpului este: 


ERN 
(46) 3 = УУК 
с =1К 


7. Probabilitatea proceselor spontane si a celor forțate 


La noțiunea de cuante ale câmpului em optic au condus două 
direcţii de cercetare şi anume: 
i - studiul гафапеі согрш negru, şi 
2 - studiul radiației emise de către un ansamblu de 
sisteme atomice (spectrele emise de către atomi) 

Albert Einstein a analizat problema interacțiunii radiației de 
echilibm cu un ansamblu de sisteme atomice aflat їп echilibru 
termodinamic, care pot emite şi absorbi radiație em, conform postulatelor 
lui Bohr. El scoate în evidenţă cá pentru a obține relația lui Planck, alături 
de procesele cunoscute de emisie spontană şi absorbție, este necesară 
acceptarea existenţei unui proces necunoscut în acel moment şi anume 
emisia stimulată. De aceea lucrarea elaborată de către Einstein in 1916 _ 
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Emisia spomană de radiaţie reprezintă tranziţia спат 
spontană a sistemului atomic din starea energetică superioară E, în 


inferioară E}, însoțită de emisia unui foton cu frecvența On = эс. Е, 4 


Acest proces nu depinde de factorii extemi, iar momentul emisiei 
fotonului de către sistemul atomic, precum şi direcția de deplasare а 
fotonului emis prezintă un caracter întâmplător, Probabilitatea producerii 
acestui fenomen în unitatea de timp este dată de relația 

@1) м (о) = Аз(®ә) 

unde Ару(фу;), coeficientul lui Einstein pentru emisie spontană, este 


numenc egal cu probabilitatea de emisie spontană în unitate de timp. 
72 Procese forțate. 


a) Absorbtia radiației reprezintă fenomenul prin care 
sistemul atomic aflat in starea energetică inferioară Ej, primind energia. 


unui foton îşi creşte energia internă la valoarea Ej Procesul are loc 


numai dacă frecvența fotonului cu care interacționează sistemul atomic 
îndeplineşte condiția: Aio; = 


2— Ey, deci este un proces forțat şi are 
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un pronunțat caracter 


pierde ur 
valoare Probabilitate tui în unitat 
Bio (015) 
Bio (o1 


unde D icientul 1ш Ei 


әз) 


еца. Spr 


depinde de densita 


intàmp 


superioară Ej, p 


stare, iar sistemul atomic î 


energetică inferioară E, ariatia energiei 


un pronunțat caracter rezonant, iar prut 


fionalà cu 


pentru unitatea de ump ор 
(7.3) w^ (&2) = Вр (оро)р(озо) 


unde Ву2(912) reprezintă coeficientul lw Einstein pentru emisie 


stimulată 


Einstein a arătat că radiația obținută ca rezultat al emisiei stimulate 


trebuie să prezinte aceleaşi caracteristici ca şi radiata inițială stimulatoare, 
şi anume: frecvența, faza, direcția de propagare şi polanzarea sunt 
idenuce Prin urmare fotonul stimulat trebuie să se afle în aceeași stare 
cuantică ka ca si fotonul stimulator, Mărimile A», Ba, şi By nu 
depind de temperatură ci numai de proprietățile celor două stârni energetice 
intre care are loc tranziția, deci caracterizează tranziția cuantică concretă 
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rel 


statistică (gradul de degenerare) al nivelului energetic i, iar sumarea 
extinde la toate nivelurile energetice ale sistemului atomic. Raportul dintre 


densitatea populaţiei unui nivel energetic şi gradul de degenerare a 
acestuia ( n; /g; ) reprezintă densitatea populației stării considerate. 


Einstein a considerat că tipul de distribuție al sistemelor atomice 
pe nivelurile energetice nu se modifică în prezența radiației termice de 
echilibru, când devin posibile si tranzifiile forțate. Nemodificarea stării de. 
echilibru termodinamic în prezența radiaţiei termice se reduce la faptul că 
numărul mediu de fotoni emis de ansamblul de sisteme atomice este egal 


cu cel absorbit. 
In aceste condiţii, pentru orice temperatură, trebuie îndeplinită 


relația 
пум = nj(w Pew) sau: 


E E. 
wgon- &) Е (pr 6 z) 


Deci 
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нирани 


adiaţiei de echilibru 
Аз1(021) faţă de 


La temperaturi mari (T — co), densitate 
creşte foarte mult, ceea ce permite neglijarea mărimii 


Ba(©21)P(©21) si de asemenea se poate 


face  aproximatia: 


7 a (7.4), se obţine următoarea 
In aceste condiţii, din relația (7.4), se obt ii 


legătură între coeficienții lui Einstein: 
(7.5) в1В12(012) = g2Bzito 


їаг даса: ру = 62, seobține: В2(912 
Din relația (7.4), folosind (7.5), rezultă 


_An(o2) __ 
аа Bu(02) cal 


ho) , 
kT/ — 
Dacà Ao (( kT (domeniul frecventelor mici si pentru temperaturi 


mari), atunci cf? em A, den se obtine 


kT. 
p(o2)= ыш Ll 
21.091) NO: 
Deoarece în aceste condiții densitatea radiației de echilibru este descrisă 
de către relația lui Rayleigh. rezultă că trebuie să existe relația: 
Аз(®ә\) _ ло? 


7.6 = 
со Balon) xe 


side 


însă m 


(respec 


ansam 


а 


mw®™ = п) 


доц) = Anton) Anlon) во ( fo 

В.(о) au ^ KT. 
Acest rezultat este asemănător cu relația propusă de către Wien, 
care пи concordă cu realitatea fizică dacă T — co. Acesta în 
propus pentru emitanța corpului absolut negru o expresie de forma: 


M(.T) обот) «aa? ex(— 9), 


unde a şi В erau constante empirice. Această functie concordă л; 
rezultatele experimentale numai la frecvenţe suficient dc mari, adică dacă 


O б i 
este îndeplinită condiția y) Relaţia prezintă un aspect straniu şi 


anume, pentru o frecvență dată emitanța corpului absolut negru, deci şi. 
densitatea de energie a radiației de echilibru, odată cu creşterea 
temperaturii ar trebuie să tindă spre o limită, ceea ce este contrar logicei, 
Rezultatul se poate obține din relația (7.7), dacă este îndeplinită condiția 
fizică йо)) КТ : in acest caz, pentru menţinerea distribuţiei de echilibru 
termodinamic în prezența radiaţiei de echilibru nu este necesară prezența 
emisiei stimulate. 

Relațiile dintre coeficienţii lui Einstein, obținute în condiţiile 
prezenței radiaţiei termice de echilibru şi a echilibrului termodinamic а 


sistemelor atomice, sunt valabile şi în condițiile de neechilibru, deoarece 
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ele nu depind de temperat fürimile Amn 


coeficientii 


їп ace 


al fotonult 


respectiv de absorbti 


starea de polar a acestui ad 
a lua în considerare aceşti factc n 
coeficienți diferentiali a іш 

fotonult т 


Probabilitatea de emisie spc 


polarizarea œ in intervalul de 


do, este descrisă de rela 


mn = 


sar probabilitatea integrală de emisi 


Ме. = Sa [ia dodo 


se introduc coeficientii diferentiali pent sie stimulată s 


О) între са 


Anali 


absorbție bmnu (e. О) şi brm 


51 abs 
a = Snbnma Ў 
Bcc OE. B 


Emb 


mi 
Raportul dire probabilitarea emisie, stimulate şi cea spontană 

corespunzător unui mod de oscilație al câmpului em al radiației termice 

este proportional cu numărul de fotoni ce populează modul respectiv 

wi E Bi plz) 


(7.8) 


Dacă in modul de oscilație considerat se află un singur foton, 
probabilitatea de emisie stimulată este egală cu cea pentru emisie 
spontană, de unde rezultă că între coeficienții іш Einstein caracteristici 
stării i а relati = á 
energetice considerate există relaţia A» = В p(1) Cu cát este 
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caracter 


Ampulu 
înmulțită 


mod. 


câmpului este egală cu rata de emisie spontană în mod 


înmulțită cu valoarea așteptată a numărului de fotoni care deja ocupă acel 
mod. 


Cap. VI 
FOTONII 


їп cadrul opticii clasice, optica electromagnetică prezintă tratarea 
cea mai completă a radiaţiei optice. Aceasta include optica ondulatorie, 
care, la rândul ei include optica geometrică. Deși teoria electromagnetică 
este capabilă să explice majoritatea fenomenelor optice, unele 
rămân totuşi neexplicate. Această insuficiență a devenit evidentă la 
| sec 20, conducând la formularea teoriei em cuantice 
amică cuanticá) care în cazul fenomenelor optice este 
sub denumirea de optică cuantică. Electrodinamica cuantică 
mai generală decât cea clasică si este acceptată ca o teorie 
ca toate fenomenele optice cunoscute. 


care confi 
explicate c] 

Mu 
cu substar 
obținute în 
precum ӯ 
caracterist 
nu pot йе 
Optica fo 
actual, toa 


о 
intern şi 4 
evidență 
prezintă ş 

N 
încercare: 
radiației ‹ 
valorii en 


1. Caracteristicile fotonului 


О serie de rezultate experimentale, de ex.: efectul fotoelectric 
intern şi extern, efectul Compton, legile radiației corpului negru, scot în 
evidență faptul că alături de proprietățile ondulatorii, radiația optică 
prezintă şi proprietăți corpusculare. 

Noţiunea de "energie elementară” a fost introdusă de Planck în 
în spectrul 
radiației corpului negru. In acest scop a acceptat evoluția cuantificată a 
valorii energiei modurilor de oscilație ale unei cavităţi care emite radiație, 

Particula elementară a câmpului em se numeşte foton (grecește 
phos, genetiv - photos - a luminei), termen introdus in 1926 de către 
chimistul G.N, Lewis. (In momentul de față există fotoreceptori capabili 
să înregistreze chiar fotoni separați) 

Fotonul are masa de repaus egală cu zero (experimental s-a stabilit 
că masa de repaus a fotonului, ca particulă elementară, este mai mică 
decât 0721 m,), fiind purtător de energie em şi de impuls. El are un 
moment cinetic propriu (spin) care descrie proprietățile lui de polarizare. 
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încercarea de a rezolva problema distribuției energiei em 


cu viteza luminii (©), пел сезе шістогеага ш 
față de саге foto! 


de referință 
tonul este O particulă neutră, deci 


mul să fie în 


In vid fotonul se propagă 
substanță. Nu există un sistem 


repaus. Din punct de vedere electric fo 
nu prezintă sarcină electrică. A E a 
Caracteristicile ondulatorii ale fotonului determină posibilitățile de 
lile conform cărora se 


localizare în spaţiu ale acestuia, precum şi reg 
produc fenomenele de interferenţă şi difractie. 


11 Energia fotonului. 


Optica fotonică admite cà energia unu: mod ет este cuantificată în 


stări energetice discrete, separate printr-o valoare eg 

foton, Energia unui foton a modului de frecvență V este: 
E.= Лу = ho = СК 

Intr-un un mod de oscilație energia poate fi adăugată sau luată numai în 


alā cu energia unui 


һу 


mu contine fotoni, contine totuși energia Eo on 


Dacă in modul de oscilație sunt prezenţi n fotoni, 


corpusculare 
interferența d 
ca un ansaml 
caracterul o 


| face са асе; 


| undă. 


12 


| Fie 
| complexă. 
апе dA 
detector d 
fotonului | 
Local гаг 


marimea 


probabilis 


ni 


12 Poziponarea fotonului. 


Fiecărui foton i se asociază o undă descrisă di “funcţia de undă 
complexă  Au(r)exp(i2nvi). Atunci când fotonul acționează asupra 
апе ФА centrată în jurul punctului de vector de poziţie r, a unui 
detector dispus perpendicular pe direcţia de propagare. indivizibilitatea 
fotonului face ca acesta sau să nu fie detectat sau să fie complet detectat 
Localizarea detectán lui nu este preci: determinată. Aceasta depinde de 
mánmea  mtensității optice: — 7(r)« tr)”, conform cu legea 
probabilisticà. 
(11) р(г)дА « 14A, 
adică probabilitatea p(r)4 A de a detecta un foton in aria d'A. centrată 
în punctul r, este proporțională cu intensitatea optica locala, Fotonul va fi 
localizat in punctele unde intensitatea radiației optice este mare. De ex.. în 
modul de oscilație descris de o undă staționară cu distribuția intensității: 
l(x,y,z)ecsin?(nz/d), unde. 0<2<4, fotonul va fi detectat în 
punctele z = d/2 şi nu va fi detectat în punctele z = 0 sau z = а 


Stabilirea coordonatelor. spațiale ale unui foton la un moment dat 
nu аге sens; pozitia in spapu poate fi localizată numai în limitele valorii 
unei lungimi de undă (deci fotonatui nu i se poate asocia o funcție de undă 


dependentă de coordonate) 


la undă, care este extinsă în 
А, conceptul relativ la 
semánátor unor entități 
Natura localizată a 


Această 


Spre deosebire de conceptul relativ 


ja particulă, care este iocaliz: 
ază că aceştia se comportă а: 
'calizate. 
ja detectarea lor. 


spațiu, st cel relativ 
fotonii optici evidenti 
care în acelaşi timp sunt extinse # lo 
comportării fotonilor devine evidentă 
comportare este denumită dualitate undă-particulă. 


Trausmnerea ити foton printr-un divizor de fascicul. Un divizor 
idea! reprezintă un dispozitiv optic care divizează fasciculul, fárá pierderi, 


in două fascicule pe care le dirijează sub direcţii reciproc perpendiculare. 
© El este caracterizat prin factorul de transmisie Т, respectiv factorul de 
reflexie R=1-T Intensitatea fascicului transmis este Jj = TI, iar a 


celui reflectat Г, =(U- T)I . Deoarece fotonul este indivizibil, trebuie 
între cele două direcții determinate de divizor. Fotonul incident va 
una din cele două posibilități conform cu legea probabilității „ас 


poziționarea fotonului. Probabilitatea ca să fie transmis Va fi 
nală cu factorul 7, iar са să fie reflectat, cu factorul (1-7). 


Optica 

Í 

impuls: P=- 
unităţii de vo 
ү k - vers 


foton, de ac 
jozonice 


Imp 
plană. este 
e Aul )ех 
dezvoltată 
undă Соп 
£A(k)ex 


complexă | 
Di 


| 
| 


a — 


„Impulsul unei unde “localizate” О undă mai generală 
plană. este -escnsă de o funcție de undă complexă de 
£Au( Jexp(i2nvi). Fu vind transformata Fourier, aceasta poat 
dezvoltată ca o sumă de unde plane caracterizate prin diferiți vectori 
undă Componenta caracterizată prin vectorul de undă k este de foi 
€A(k)exp(-ik-r)exp(2zvi), unde А(К) reprezintă amplitudinea 
complexă (fazorul) 

Din cele prezentate rezultă că impulsul fotonului descris de functia 
de undă complexi arbitrară: E Au(r)exp(i2mv:), este о mărime 
caracterizată printr-o anumită incertitudine. Mărimea impulsului аге 
valoarea. р=ЛК cu o probabilitate proporțională cu [A(k^, unde 
A(k) reprezintă amplitudinea undei plane componentă Fourier 


caracterizată prin vectorul de undă k. 
Dacă f(x,y)=u(x,y0) reprezintă amplitudinea complexi în 
planul z —0, componenta Fourier a undei plane cu vectorul de undă 


m. 5 k, k 
k-(k.k,k.) ае amplitudinea х-ы), ш 


F(vs.vy) reprezintă transformata Fourier bidimensională а funcfei 


f(x, y). Deoarece funcțiile f(x,y) şi F(x, vy) reprezintă transformari 
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una inversa celeilalte şi satistac relația de 


spectrală а benzii. Se poat! 
directia impulsului acestuia: 
pabijistic determinată de 


Fourier perechi, làtimile lor sunt 
kgatura generală durata- laume 


de nedeterminarz dintre рота fotonuiui ŞI 
în planul z=0 este prol 
lui este probabilistic determinatà 


e stabili relația 


pozitia futomul 
u(r)? -|f(x.vY. iar directa impulsul 
z=0 0, reprezintă 


ыу 
de (Ак) = Dacă în planul 


nedeterminarea asupra ролйе! în direcția xS iar 


S ek.) I 
се = asa Ze “= Sk, nedeterminarea unumulară față de axa z 
53 k 
1 
(presupunând #1} atunci relația се псепишйфше 8,0, 2. este 


À 
echivalentă си субе E Dacă fotonul este localizat atunci se 
T 


modifică direcţia impulsului și nu mărimea acestuia, deoarece frecvența 
(energia) mu se poate modifica. 
punct de vedere este necesará analiza a două tipuri 


de unde: unda plană şi cea sferică Impulsul fotonului 
este bine precizat în mánme şi direcție, deci са = 0, 


ie! de nedeterminare, poziția lui este tota! incertă 
fi detectat, cu probabilitate egala, onunde în planul 


(ху) 


Р 
către atc 
supus ш 
poate f 
determi 
uulizate 
pe fas 


Presiunea radiatiei. Dacă procesului de emisie а fotonuiul а 


câtre atom i se aplică legea conservării impulsului. tomul trebuie să бе 
supus шаш recul de mărime hv/c Prin urmare impulsul asociat оопа 


poate fi transferat obiectelor de masă finită, conducând la оце si 
determnáad mişcări mecanice. De ex. fasciculele de radiație optică pot fi 
utilizate pentn: devierea fasciculelor atomice ce se propagă perpendicular 
pe fas:-ulul de foton: Pentru a descrie acest fenomen se toloseşie 


termenul де гез. ге de radiație. 


* Polarizarea fotonului 


Campul radiațiilor optice este caractenzat prin suma modurilor de 
oscilație cu frecvențe, direcţii de propagare şi polarizár diterite 
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cilație Тоти 
Polarizorua fot. тиги. coincide си cea а modului de Oscilați s 


alegerea unui set particular de moduri nu este unică. Ace: P 
3 ti 
[i exolicat dacă se analizează proprietáple de polarizare ale radiaţiei din 


st concept poate 


punct de vedere a optici: fotonice. 
Spinul fotonului. Fotonu) prezintă un moment cinetic propriu 
s +1). unde таг 


2s nea 
(Spin). Pătratul momentulu! cineuc este egal cu Л 5( 


S, pentm un писгоошес: dat, poate lua valori pozitive intregi sau 


semiîntregi Mànm:; tificará la două valon 


pinului fotonului este cuan 
s=+h 
Fiecare fotor se află într-o anumită stare de polarizare Fotonii polarizaţi 
circular-dr-apta, respectiv-stânga au veciorul de spin paralel sat 
antiparalui cu vectorul moment cineue Fotoni: polarizati liniar prezinta 
probabilitate egală de a avea spinul parale) sau antiparalel Aşa cum fotonii 
pot Lrarstera impulsul lor liniar unui obiect, ia fel fotonu polarizati circular 
reita Gum asupra unui obiect. De ex.. fotonul polarizat circular 
a un cuplu asupra unei lame de cuarț jumătate lungime de 


Fotoni: polarizam Штат. Să considerăm radiația descrisă de 
Wis Шак ашы plană care se propagă în 


unde. A, = 


Dac 
de un fotor 
unui foton 
modelul pr 


x sau y' es 
prezentat 
fiind dati 


direcției ) 
x' resper 


a de a găsi un Гой 
А2 Aj. al 


ați direcției y. probabilitatea de a găsi un foton polarizat de-a 

au x!. respectiv y' este egală cu 1/2. 

ita 

nii Transmiterea ипи! foton polarizat liniar printr-un palarizor Së 

Ian considerăm o undă plană, liniar polerizată sub unghiul © аа de axă x, 

lar incidentă normal pe un polarizor a cărui axă de transmisie maximă 

de coincide cu axa x. Polarizorul transmite radiația optică liniar polarizată 
după direcția x şi o blochează pe cea liniar polarizată după direcția y Din 
optica clasică rezultă că intensitatea radiației transmise este 

je I, = 1, cos? Ө (/, - intensitatea radiaţiei incidente), Să analizăm ce se 

in întâmplă când un foton este incident pe polarizor Probabilitatea de а fi 
transmis este determinată de intensi ,. Dacă fotonul este 
polarizat după direcția x, el уа fi transmis, iar dacă este polarizat după y va 
fi blocat. Deci probabilitatea ca fotonul polarizat sub unghiul Ө să бе 

E transmis este egală cu. p(9)— cos? 0, iar ca să fie blocat este egală cu 

P 1- p(9) - sin? Ө 


+ EN 


d lezvoltarea câmpulu. 'iniar 
kotomi polarizati circular. Pentru dezvoltarea camp conceptelor p 
3 und circular una В 
polariza, pot ti considerate de asemena două unde polarizate © exprimă în б, 


Д stânpa izr cealaltă drcapta. aleatoare a fo 

q3) «(г)=(Апёд+Аг EL 
Ehi -y) 
42 


„este moduri sunt ocupate de fotonii polariz: 


Jexp(-ik2 Jexp(2nvt). 


s ПЗЕ 
uiue. Ep = Gays E 


21: arcular-dreapta, 


тезресцу circular-stanga Probabilitatea de a găsi UD fotor си această 
polarizare este proporțională cu |Ак| ‚гез yap| Prin urmare un 


t este еыш шеп. cu superpozita v oton polanzat 


foton liniar pol 
а, necare cu probabilitate 1/2 


| "Circular-dreapta şi a unuia circular-stáng: 
Deui atunci când un f^ton polariza: ci 
“polarizor liniar pi Pabilitatea de a-l detecta este egală с 
( Starea fotonulur ca mieroparticulá este с mplet 
un set de patru mărimi simultan măsurabile: dé «x 
mponente ale impulsului (Aha hk, hk, - frecventa st direcua de | 
are) şi polarizarea ot (ийсе œ poate lua numai douà valori 

L2 - direcha de actiune а componentei electrice а câmpului +77). | 


unui foton va fi consideraià drest o stare ka, iar energia 


rcular este transmis п in 


uta dacă este 
ele uit 


д se 
est 
aent 


ate 


japa 
за22 


unde Го reprezintă intensitatea fiecărei unde în planul de o 


lungimea de undă, iar @ - unghiul sub care se văd cele două de: 
planul de observare. Dacă radiația incidentă este intensă acest 
descrie tabloul de interferență observat experimental. 

Dacă în dispozitiv există un singur foton, probabilitatea de a-l 
detecta în punctul de coordonată x este proporțională cu I(x), prin 
urmare cel mai probabil va fi detectat în punctele de maximum ale funcției 
I(x) şi nu va fi detectat în punctele pentru care (2) = 0. Dacă se 


construiește tabloul de interferență prin suprapunerea unui număr mare de 
determinări asupra localizării fotonului detectat se obţine acelaşi tablou са 


atunci când se utilizează un fascicul intens. Prin urmare tabloul de 


interferență descrie probabilitatea de. distribuţie a poziţiilor in care fotonul 
poate fi detectat 

Apariţia fenomenului de interferență rezultă din natura "extinsă" a 
fotonului care îi permite să treacă prin ambele deschideri, Această 
posibilitate îi acordă “informaţii” asupra întregii geometrii a 


experimentului atunci când el atinge planul de observare, unde este 


detectat ca o singură entitate. Dacă una din deschideri este obturată, 


atunci dispare fenomenul de interferență, deoarece fotonul este "forțat" să 
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Eo 


treacă printr-o deschidere determinată. lipsindu-l de informaţii asupra 


"întregului experiment”. 
1.6 Localizarea "in timp” a fotonului 
Fotonul reprezintă o particulă elementară stabilă. Timpul de viață 
propriu este determinat numai de interacțiunea cu alte particule în cadrul 
căreia acesta poate fi creat sau anihilat. Chiar şi în cazul fenomenului de 
imprástiere are loc anihilarea fotonului inițial (incident) si crearea unuia 
nou (fotonul imprástiat). 

Conform relaţiei (1.1). dezvoltarea câmpului em se poate efectua 
pe baza modurilor de oscilație armonice, care sunt descrise de o funcție 
armonică "infinit" extinsă în timp si spațiu. Prin urmare probabilitatea de 
detectare a unui foton care "populează" modul armonic are aceeaşi 
valoare la orice moment. După cum s-a arătat, dezvoltarea modală a 
câmpului de radiație într-un rezonator sau în spațiul liber nu este unică. O 

“mai generală poate fi efectuată funcție de modurile 
E pachetele de unde localizate în timp), Analog cu 

a fotonului, probabilitatea de a detecta fotonul 

i complexă u(r, t) (funcţia de distribuție spaţială 

‚ moment, în intervalul de timp t+t+ df, este 


te 


poate fi detectat, ca rezultat al M Fourier, aceasta implicá о 
nedeterminare asupra frecventei fotonului, respectiv a energiei. Rezultă un 
foton "policromatic". Incertitudinea asupra frecvenței se determină prin 
dezvoltarea Fourier a funcţiei u(r, 1) funcție de componentele armonice: 


ал) u(r.t)- T)exs(2nvojav, 


E 


unde v(v) reprezintă transformata Fourier a lui u(r,£). Lăţimea o, а 
márimei УУ) reprezintă lţimea spectrală. Dacă Gy reprezintă lățimea 
RMP a funcţiei u(r.:)/- (adică lăţimea RMP a puteri), atunci o; si б, 


trebuie să satisfacă relaţia de nedeterminare durată-lățimea benzii: 
1 1 
1.8 субу > — зай б„бү 22 
(1.8) (E dioe 2 
Dacá fotonul este "localizat" în timp atunci se modifică structura 


trală (frecvența), deci energia lui. Energia unui foton Лу nu poate fi 


speci 
mai bună decât Gg =йсу. Rezultă că 


specificată cu о precizie 
nedeterminarea asupra energiei fotonului şi durata de timp în care el poate 


fi detectat, trebuie să satisfacă condiția 


(1.83%) 


de relația de nedeterminare asupra energiei- 


noscută sub denumirea 
poziție şi impuls, care 


Această relaţie este analoagă cu cea dintre 
кеша o limită asupra preciziei cu care pot fi determin 
ia 2 impulsul. Energia medie E a unui foton policromatic 


ate (specificate) 


Prin urmare un foton "armonic", pentru care Су — 0, este 


de mare în care poate f 


caracterizat printr-un interval de timp infinit 
"pachet de unde 


„observat (с, — оо). Din contra, un foton asociat unui 
optice” este localizat în timp, deci este "policromatic", 
tudine asupra energiei. Un foton al "pachetului de unde" poate fi 
zat ca un pachet "confinat" de energie care se propagă. 

Fotonul este egal probabil de a fi detectat oriunde în spaţiu şi 
în timp, atâta timp cât funcția lui de undă este reprezentată printr- 
plană armonică. 

In concluzie: 


prezentând 


vo HN 


timp t*t*gi 
КОП 

- Dad 
fotonul este 


fotonului este 


Dai 


cu impulsul ИК. Localizarea fotonului într-un plan transversal 
o nedeterminare asupra direcţiei impulsului fotonului. 


2. Fascicule de fotoni 


In prg. 1 au fost descrise proprietățile şi comportarea unui singur 
foton. In continuare vor fi analizate proprietăţile unui ansamblu de fotoni. 
lor de creere (emisie spontană, respectiv stimulată), 
e populezá un mod de oscilație, în general este О 
ea de distribuţie căreia i se supune numărul 
de starea cuanlică a modului, саге este 


Ca rezultat al ргос‹ 


numărul de foton 


mărime alea 


de fotoni est 
sei de radiaţie. De obicei fasciculul real de 


de oscilație, fiecare fiind populat cu un număr. 


determinată 
fotoni conține muite 
aleator de fotoni 

Dacă se efectuează 
este incident pe o suprafaţă sensibilă, fotonii vor fi înregistrați, la momente 
de timp distribuite aleator şi în puncte localizate întâmplător în spaţiu, 


un experiment în care un fascicul slab de fotoni 
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P 
E 


istributie. spagu-timp poate f 


conform relației (1.6). Acest proces de di; 
г-о cameră slab 


observat chiar şi urmărind cu ochiul liber un obiect int 
iluminată. Evoluţia în timp a acestei înregistrări poate fi lămurită dacă se 
analizează separat comportarea temporală, respectiv spaţială a fotonilor. 

Să considerăm că se utilizează un detector care integrează radiația 
optică pe o arie finită. Probabilitatea de a detecta un foton în intervalul de 
timp / ++ este proporțională cu puterea optică Р(ї) la momentul + 
Fotonii vor fi înregistrați la momente de timp aleatorii 

Aspectul spaţial al înregistrării fotonului poate fi evidențiat 
folosind un detector care înregistrează (mediază) pe un interval de 
expunere Т (de ех. placă fotografică). Conform relaţiei (1.6), 
probabilitatea de a observa un foton pe o suprafață elementară dA 
centrată în punctul r, este proporțională cu intensitatea locală integrată 


T 
Г, да. 
o 


2.1 Valoarea medie a fluxului de fotoni. 


Per fluxului mediu de fotoni cu mărimile clasice: 
puterea şi energia este necesar să se introducă 


(2.1) 


unde ћу n 
convertirea i 
(fotoni s-a 
inc 
centrală У, 


һу, deci de 


Fh 


obține pri 


(2.2) 


unde P 


obţine prin integrarea densității medii de flux pe suprafața ай: 


02) o= jia - 7. 
A hv 
unde P= [i(rMA (puterea radiației în W). De ex, pulemi radiației 
A 
egală cu P = 11У, cu lungimea de undă А) = 0,21 , îi corespunde un 


flux mediu de fotoni Ф = 10? fotoni/s. Deci fotonul "loveşte! obiectul la 
fiecare nanosecundă. Dacă Ag = În mm, atunci puterii de ЇМ în medie îi 


corespunde 5 fotoni/ns. 


Numărul mediu de fotoni. Numărul mediu de fotoni T (sau (п)) 


1 de timp T, se obține multiplicând 


detectati pe suprafața A, în intervalul 
fluxul de fotoni Ф cu durata Т: 


(2.3) 


unde E = РТ (energie optică - jouli) 


Corespondenja dintre mărimile optice clasice şi cele cuantice 
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I(r) 


Intensitatea optică; /(r) Densitatea Auxului de fotoni &(т) = 2m 


Puterea optică. P Flux de fotoni: Ф = je 


Energia optică: E. Numărul mediu de fotoni: Л = Hs 


Densitatea spectrală a fluxului de fotoni. ln cazul radiației 


cvazimonocromatică cu bandă spectrală largă, din punct de vedere Clasic, 
se definesc mărimile: densitatea spectrală a intensității, puterea şi energia, 
respectiv, din punct de vedere cuantic, mărimile: densitatea spectrală a 
fluxului de fotoni, fluxul spectral de fotoni şi numărul spectral de fotoni 


Clasic Cuantie 
1,[у//ш?- н») dum 25 (воюва m? -Hz); 
P,(WjHz) D= А (fotoni /s- Hz); 
Е,(1/Н2). a, = E (fotoni/Hz). 


ea Pdv reprezintă puterea optică în domeniul de frecvențe 
, iar Фуфу - fluxul de fotoni cu frecvența în domeniul 


(24) Фу: 


Numărul me 


deasemenea y 
T 
(2.5) | 
9 

reprezintă ер 


22 


С 


în timp, me 


su ernati 
densitatea 
proporjet 
Ir.) р 
singur lo 
Dacă se 


2.2 Natura aleatoare а fluxului de fotoni. — 


мау dacă valoarea intensității optice clasice ii 


in timp. шотеш 1 sosirii si poziția de înregistrare а unui singur foton este 
su ema" de legi staustice, Dacă sursa generează numai un foton, 
densitatea probabilității de a-l detecta in spatiu-timp în punctul (г./) este 
Se poate arăta că intensitatea optică clasică 


propornonal cu (тї) 
K(r.') poate descrie atât comportarea fascicului de fotoni cât si a unui 
Singur foton, însă folosind interpretări diferite pentru mărimea (r,t). 


Dacă se consid.ri Йихш de fotoni, intensitatea clasică (г) a 


ш dct rmină densuatea medie de flux de fotoni. In 
nsitătii fluxului de fotoni $(r,1), acestea 


campului ataşat fixi 
ceeu ce priveşte fluctuații: de 
tátile sursei de radiație 


sunt determinate de proprie! ) 
variază în timp, densitatea de distribuție 


Dacă puterea optică P(t) 
a probabilității momentelor de timp aleatoare în care sunt detectati fotonii 
asociati se supune functiei P(/) (fig. 14 b) Fluxul mediu Ф(!) este egal 


cu P(r) hv. dar momentele la care sunt detectați fotonii sunt aleatoare 
ci în medie există mai mulți fotoni; 


Dacă valoarea puterii este mare atun 
unt rari. Chiar dacă P este constant 


dacă valoarea, este mică, fotonii S ў 
fotonii sunt detectaţi sunt aleatoare 


(fig 14 а), momentele de timp la int 


acá Ag =1.24um unui "zgomgy 


EE sura ex. di 
а са sursei. De ех 3 
avănd о comportare caracteristi pe Й 


25fotoni/ns sau 0,00625 fotoni 


a de InW transportă în medie 6. : 
Е. psec. Dar АА detecta numai un numár întreg de fotoni o ы 
medie de 0,00625fotoni/ps înseamnă că dacă sunt examinate 10 E É par 
intervale (fiecare cu durata T = 1 ps), majoritatea interv alelor de timp sunt clasicà a inter 
goale (fără fotoni), un număr de 625 intervale contin un foton şi foarte E 
puține contin două sau mai multi fotoni Нр 


transmiterea 


Pt) $ 
emisi de sur 

AR natura surse 

f de fotoni de 


Mregistrarea al 
fotonilor Ш Liu ШШ. 7 


28 


Dis 
de radiatie 
anumite с 


de fotoni determină erorile de transmitere a informaţiilor 


2.3 Statistica numărului de fotoni. 


iatisticà a numărului de fotoni depinde de natura sursa 


Disrnbuua si 
de radiație deci trebuie analizată pe baza teoriei cuantice а radiației in 


anumite condiui "sosirea fotonilor la receptor poate б considerată са 


" aie une succesiuni de evenimente întâmplătoare cai 


"apariţii independ 
o rată egală cu cea a fluxului de fotoni. care este proporțională cu puterea 


radiaţiei opt © Pute adiiter optice poate fi deterministă (cazul 


radiației coerente) sau a/eafoare (cazul radiației partial coerentă). 
ei parpai coerentă rluctuafille puterii sunt corelate, 


In cazul radia 
prin urmare sosirea fotonului nu mat reprezintă o secvență de evenimente 


independente, iar statistica fotonilor este diferită față de primul caz. 


Radiatia coeremià Să considerăm că valoarea puterii P a radiației 


in timp. Corespunzător fluxul mediu de fotoni 
asemenea va fi constant, dar momentele de 


optice este constantă 


D= P/hy (foromjs), 
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| топ interval de timp dat 
înregistra;: ale iutonilo: sunt intamplătoare intr-un Inter al d р 


T muuarul de fotoni detectaţi va fi n. Valoarea medie а hu 
а= ФТ= PT/Hiy. Sa stabiuim expresia probabilității de distribuu 
adică probabilitatea de a nu deiecta mc un foton Уа в p( 
probabilitatea de a detecta un foton va fi p(1), зата 


ра р 1 
0), 


2.31 Stabilirea expresie: distribuţiei Poisson. 


Să considerăm suprafața опш fh:ocatod ideal, adică fiecărui foton 
incident îi corespunde un electron extras din catod. Dacă într-un interval 
de timp determinat se poate “număra” ansamblul de electrom extraşi. 
atunci se pot obtine informații relativ la numărul de fotoni din fiuxul 
inciden: Sā ne imaginăm următorul experiment Intre detectorul de foton: (2.6) 
("numărătorul de foroni") şi sursa care emite in mod continuu íasciculul unde Ң 1) 
de radiatie optică se introduce un obturator care rămâne deschis un 


" " careva pel 
interval de timp T în care detectoru: inregistrează un anumit питат de | P 
оош Е 3 | ceasta d 
fotoni. Acest procedeu se repetă de câteva mii de ori. mr rezultatele i 
Eee d j | ИЕТ 
| obtiaute pot fi prezentate grafic sub forma unei histograme (бе 15). unde xS 


orizontală este reprezentat numărul n de fotoni înregistrau in intervalul 
numărul (М) де intervale de timp T în care a 
fotoni 

tatea (Т) de a număra n iom in 


(2.6) Рм = al(e)ar, 


unde J(r) reprezintă intensitatea fasciculut incident mediată vel рш 


căteva pericade optice, ar © constantă care caracterizezà detectopule 
totocatodului, de. 
use, ş.a. Probabilitatea de в nu 


aceasta depinzând de densitatea atomilor "sensibili 
p 


dimensiunile suprateţei е: 
un foton este dată de relația 1— р(1)Ат 


п29 , n=8 | 57 | П=1Ї 


| ИТ nmi "INT 
ИШТЕШИНЕ ү 


[ Н 


+. 
P$ Е 4 
23 E consideram că Pyle) zeptezintă probet E " (2.8) 
(Их n de foror: în wervalul de бар 0 2 (2.8) 
а ла probabilitate Ar) de а inregistra n toton 1n ervaiul д) 
їр UI + Ar, unde А! îndeplinește condiţiile de mai su ES 
Pentru a înregistra n fotoni există două posibili H і E 
= pot fi înregistrați (0—1) fotoni în intervalul 0- şi un foton în _d xO 
intervalul Ar. Probabilitatea acestei posibilități este casă de relația dt | 
E. Pa- (Opla t De unde, рд 
„(probabilitatea dea înregistra n—1 fotoni (m inter valul 01) 
Ы (probabilitatea de a registri! moni? intervalul Af) 
бш а o conr in intervalul 0! și 200 fotoni in } 
map 


intervalul А/, probabili. ел s«estet posibilită "me. 
Pty рЇ)Мм|= А 
4 aleia par] probabilità 

babilitatea de a înregistra n fotoni за 1:c7 2*2 > 
| 
obabilitatea de a înregistra zero fotoni în intervalul At J 


oarece cele două posibilitău se exclud recip“ с însă conduc la 
final. probabilitatea de a inrezistra п fotoni în intervalul 
'egalà cu 

Ar) = Ppa (pA + Par)! 635] ae unde; 
Ра) Р) " 

3 2 emat А OC) 


c la 
alul 


este 


ivatà. 


pararea relaţiei А: Treu 


E E neu 


probabilitatea +, 


eu T, adică 


(2193 Рт 


i 
unde mărimea: Х(Т)= ај Д: мі, descrie medierea intensității 
0 


fasciculuiui pe iter. alul T 
Másurátorile se efectuează pe intervale de timp T, dar momentele 7 


de deschidere ale chiuretor:lvi suat difente. De aceea integrala se poate 


îl К 
serie: Х(һТ)=« | I(r Wr = o. T Z(1, T), unde: 


150 


-q pepe, 


reprezintă medierez asupra intensității incidente pe intervalu! (1-4 T. 


(210) 


^» pe toate momenteie / ale deschiderii 
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Acest rezultat перис zic: 


Dacă: N 
ţia probabilității de numărare â fotonilor 3 


obturatorului. Prin urmare distribui 


este T obține relația 
= 1 ури | 
Qn (пат) = — fut. MN 
А Side posibile este 
de unde Г 
п \ 
Q2) А ет) = Ie age r7 ) 
| n / 
relație dedusă de către L. Mandel în 1958 Se; 
Dacă se consideră că mărimea intensității fasciculului incident pe trei parame 
"numărătorul! de fotoni este constantă în timp, atunci relaţia (2-11) "s 
devine: М 
X 1m гт, 
д.т) = [rr == јат (216) 
L. T; | 
In aceste condiții momentul / al deschiderii obturatorului nu prezintă | care repr 


importanţă, iar distribuția probabilității de numărare a fotonilor devine: 


zv 


(2.16) dispersie: o} = Sa п)? pln). 


n-0 
care reprezintă media deviației pătratice față de medie. Dispersia standard 
Op (rădăcina pătrată din dispersie) reprezintă o măsură а lățimii 
distribuţiei, Expresia dispezsiei este dată de relația: 


(an?) =f- e) 2 
=(n?-2n(a)+ (a) )= (82) -20)* +0) = (2) - 


Mărimile p(n), її si o, descriu statistica numărului de fotoni. 


(2.17) 


E raportul semnal/zgomot. 

E Dezordinea din ansamblul de fotoni reprezinta sursa principali а 
zgomotului care se manifestă atunci când radiaţia optică este folosită la 
transmiterea informaţiilor. Pentru a aprecia posibilitățile radiației optice ca 
purtătoare de informaţii se foloseşte raportul semnal/zgomot (SNR. = 
signal-to-noise-ratio). Pentru un număr aleator n, acest raport este dat de 


relația: 
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De ex dacă, 
ECC cazul distribuţiei Poisson numărul mediu de fotoni aT). este însoțită, 
Rape 

022) 
adică rape 
numărului 


A 
* скала ] 


adică numărul mediu de fotoni înregistrați în intervalul de timp Т este egal 

“cu rata de emisie a fotoelectronilor multiplicată cu durata intervalului 

bM De asemenea, in acelaşi caz, se poate calcula media pătratului 
de fotoni înregistraţi în intervalul de timp Т: 


2 


+ EL Te =п?+п, 


lui 


ea 


эп, 


ыз рон ш creme. nui ОШООО 
numărului mediu de fotoni. 


reprezintă o mărime utilă pentru a descrie caracterul 


în unele aplicapi este necesar să se cunoască 


litatea de distribuție. De ex., dacă transmiterea informațiilor se 


folosind un numă 
pici un foton, conform relației (2.12) este 


mediu de fotoni îi = 20, probabilitatea ca să 
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duet 


(0) 2 10 5 Aceasta reprezintă o probabilitate a erorii in transmiterea 


informației, 

l pin cele prezentate rezultă că dacă intensitatea fascicului mediată 
pe intervalul de timp /+/+Ar este independentă de timp, distribuţia 
fotonilor este de tip Poisson (1 - numărul mediu de fotoni înregistrați în 
intervalul de timp T). Un ex. de câmp al radiațiilor optice descris de 

| distribuția fotonilor de tip Poisson este cel reprezentat de unda plană 


spa 


armonică ideală: ez) = Eocodi-2) pentru care mărimea 
ә с 


Em 
1 с E8 este independentă de timp. Distribuţia de tip Poisson 
mer 


caracterizează radiație fasiculului unui dispozitiv tip laser care emite în 
regim continuu într-un singur mod de oscilație (intensitatea fascicului este 
constantă în timp). Această distribuție caracterizeză o stare cuantică a 
cunoscută sub denumirea de stare coerentă 

(2.11) conduce la distribuția Poisson nu numai dacă 
şi dacă valoarea medie este independentă de parametrul + 
momentele deschiderii obturatorului să nu prezinte 
caz distribuția este de asemenea de tip Poisson, media 


Mărimea т, 
coerente 

Dacă 
analizate, qu 
Т, deci ya 
obturatonulu 
câmpului | 
probabilitat 
dată de | 


numărului 

distribuţia 

Să 

Ve 

oscilație), 
(2.23) 


м 


4 
Y 


dată de 24 lu Boltzman dw= mma: 
тшй, Че fotoni în radiația termică este mult mai largă fai d 
distribuţia radiației coerente. 

Să analizam parametrii ansambiuhi de fotoni termici. 

Valoarea medie (numărul mediu de fotoni termici dintr-un mod de 
oscilație), conform relației (V.4.1), este descris de: 


ES AS 1 
(2.23) п @)= Zawa- (“з 
gi exp — |-1 

кт} 


Variaţie numărului de fotoni (dispersia - deviația 


este descrisă de relația 


Q2) в? (в) (0-9) (82) (8)? =п+п? 


(pentru а calcula mărimea | (An 9 vezi problema.) 


Comparând expresia (2.24) cu variaţia distribuţiei Poisson (2.21), 
rezultă că valoarea dispersiei radiaţiei termice este mai mare corespunzând 
la o incertitudine mai mare și un domeniu mai mare al fluctuațiilor 
numărului de fotoni. 

* Raportul semnal/zgomot în cazul distribuţiei Bose-Einstein: 


(225) 


este totdeauna mai mic decât unitatea, indiferent cât de mare este puterea medierea 4 


optică Amplitudinea şi faza radiației termice sunt mărimi care vai 
aleator. Acestă caracteristică conduce la o lăţime а distribuției numărului 
de fotoni Acest tip de radiație este prea "zgomotoasă" pentru а fi folosită 
în transmiterea informaţiilor cu o rată mare de transmitere. (212); 


riază 


х G1) 

3. Observaţii cu privire la ansamblul de fotoni. 
Cunoscut 
3.1 Statistica fotonilor emişi de sursele de radiație optică. la o dist 
surse de 
In prg. 2.3 s-a stabilit că există o clasă de surse de radiație optică Poisson 
(radiaţia coerentă) pentru care sosirea fotonilor la receptor poate fi privită radiație 
ca o secvență de evenimente independente; fotonii sosesc cu o rată aplică 


proporţională cu puterea optică. Pentru radiația coerentă puterea este | 
deterministă, iar numărul fotonilor se supune distribuţiei Poisson (2.13) 


We” 1 T 1 T 
р(п)= P „unde: W = ras p ele nd 


optică W a numărului de fotoni, integrată şi normatá la unitate, 
constantă care reprezintă numărul mediu de fotoni n. 
- Insă dacă intensitatea optică /(r.() fluctuează întâmplător in тар 
fi supusă fluctuațiilor aleatoare (fig. 14 a,b), iar 

menea va prezenta о valoare aleatoare. Ca 


о Шы. 
cunoscută sub denumirea de relația lui Mandel. Această relație se referă 
la o distribuție de numărare Poisson dublu stocastică din cauza celor două 
surse de procese aleatoare: fotoni care se comportă conform distribuției 
Poisson şi fluctuațiile de intensitate care provin din natura necoerentă a 
radiaţiei (care trebuie specificată). Această teorie a statisticii fotonice se 
aplică numai la o anumită clasă de radiație (denumită radiație clasică). 
Media numărului de fotoni (2.15) şi dispersia (2.16) radiației 
parţial coerente, folosind relația (3.1), conduc la relațiile: 
a=W şi respectiv c = 05 

In această relație o% semnifică dispersia mărimii W. Dispersia numărului 
de fotoni cuprinde suma a două contribuții primul termen reprezintă 
1 de al doilea o contribuție 
puterii optice. 


Intr-un caz important al {ог statistice, puterea optică 


densitate de probabilitate de tip 


integrată normată И se supune f 


exponențial 


sm ex Ш | #>0 


в рт)“ 
| 0 и <0 


R 


Această distribuție descrie radiația cvazimonocromatică spațial 


coerentă, atunci când componenta reală, respectiv imaginară ale 
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атрікийіпіі complexe sunt independente şi au о distribuție de 


probabilitate normală (tip Gauss). Lăţimea spectrală trebuie să fie suficient 
de micà astfel încât timpul de coerență т, să fie mai mare decât timpul de 
numărare (pentru a se evidenția fluctuațiile), iar suprafața de coerență Ac 

să fie mai mare decât aria detectorului A. Distribuţia numărului de fotoni 
pln), descrisă de relația (3.2), se poate obține introducând această relaţie 
în (3.1) şi evaluând integrala. Rezultatul obținut este asemănător cu 
distribuția Bose-Einstein (V 4.2). Prin urmare câmpul optic cu distribuția 
Gauss are o statistică fotonicá identică cu cea а radiației termice 
monomodale. Atunci când aria A și intervalul de timp T mu sunt mici, 


statisticile se modifică; ele vor descrie radiația termică multimodală. 
3.2 Divizarea aleatoare a fluxului de fotoni. 


Un flux de fotoni este divizat atunci când din el este extras un 
număr de fotoni, ceea ce se realizeză бе prin dispariţie (absorbţie), fie prin 
redirecționare. Procesul este cunoscut sub denumirea de divizare 
aleatoare atunci când se modifică direcţia fotonilor si ştergere aleatoare 
atunci când sunt absorbiți. Exemplu cel mai simplu de divizare aleatoare 
este cel al unui divizor ideal, fără pierderi. Fotonii sunt selectaţi aleator 
a fi dirijati în unul din cele două fascicule (fig. 18). Un exemplu de 
(absorbţie) aleatoare este cel al acţiunii unui filtru optic absorbant 
fasciculului de radiație optică a. La propagarea prin filtru fotonii 
fi fie transmişi în mod aleator, fie absorbiți “== 


posibilitate; 
independen 
aleatoare, | 


i se 


Fig. 18 


Să considerăm un divizor de fascicul fără pierderi cu factorul de 
transmisie T şi de reflexie R = 1—T'. In optica ет există relația / = T 
In prg. 1.2 s-a analizat acțiunea divizorului asupra unui singur foton și s-a, 
arătat că probabilitatea transmisiei este proporțională cu factorul de 
transmisie 7. Să analizăm caracteristicile fascicului trans сала 
este incident un fascicul de fotoni cu fluxul mediu Ф, 
număr mediu de fotoni fi = D T acţionează asupra divizorului de fascicul 


из atunci 


tel încât un 


în intervalul de timp T. 
Deoarece numărul mediu de fotoni în fascicul este proporțional cu 


energia acestuia (2.3), numărul mediu de fotoni transmişi sau reflectați în 
intervalul de timp T va fi TT, respectiv (1—Т)п Să analizăm cum se 
modifică statistica numărului de fotoni p(n) la divizarea fasciculului 

Un singur foton incident pe divizor este transmis cu probabilitatea 
T şi reflectat cu probabilitatea (1—7). Dacă fasciculul incident contine 
exact n fotoni, probabilitatea p(m) ca m fotoni să fie transmişi este 
aceeaşi cu cea a monezii aruncată de n ori, unde probabilitatea de a obține 
"stema" (de a fi transmis) este T. Din teoria elementară a probabilităților 
rezultă că rezultatul este descris de o distribuție binominală. 
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О) ^ — 7" (157)89. unde; т=од2,-.% 
pu" m!(n- m! 


Numarul mediu al fotonilor transmisi este: 
m-Tn 


Variația distrib it 


(1 Г) 


obține ir 


Rezultatul privind fasciculul reflectat < 


probleme: Dacă numănu! mediu mi al fotonilor 
A T 
еге si raportul semnal/zecmot dat de relatia 


urmare, 


їп cazul intensitátilor mari (câmpurilor ну 
cele două fascicule în concord: 


а cu mărimile 7 și | ) а 


respectarea legilor opticii clasice 


efectului асйш 


Expresiile permit apreci 


аот tonilor care se supun le diferite statistici 
ale numărului de 1010 Waa se obține acceptând cá in aceste cazuri 
пила о de foton (n) mcidenti pe divizorul de tascicu! este mar muli 


aleator decât fix. Fie probabilitatea ро(п) în cazul în cai. există un 


număr exact de fotoni. Dacă tratâm fotonii ca evenemenie ;ndepend- ate, 
distribuţia probabilit 
sumă ^ponderatá" a иле: distr 
aleatoare ale lu n "Ponderarea” est 


prezenți n fotoni Probabilitatea de а găsi m fotoni in fasciculul transmis 


numărului de fotoni în fasciculu! transmis va fi o 


ibugi binominale, unde n are valabile 


conformă cu probabilitatea că sunt 


prin divizor, atunci când distribuția numărului oe fotoni la intrare este 
Po (n), aste dată de relația: 


G4) pm- ITU-T "pote, 
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au Bo 

T 
nma 
printr 
айа} 
ned 
(radi 


EET 


jr E cole. pentru eme m, dis fasciculu 
fotoni care a fost supus di-izăru sau atenuării, se calculează uşor, in ce 
ung Uverente şi a raaiagei termice monomodale, rezultatele sunt; 

ja !n radiație coerentă 
в S SNR-4 /nu я 
35) р | ——.  radiaue termică 

Trl 

en dizarea aleatoare  mucsoreazá  raportul 


afirmatie constă їп 


1 aceas 


semnal/zeom:. О апа cale de a damonstra 


aceea cà divizar- autoare - womoi. Acest efect este mai 


cu număr de fotoni determinist 


evident în cazul га‹ 
ate sunt aplicabile у la dereciu са fotonilor, Dacă 


й de a fi detectat, atunci din n fotoni 
cu piobabilitatea р(т) exprimată prin 
iei (3 4) Acest rezultat este utilizat 


fiecare foton аге г 
inciden m fotoni vor fi 


intermediul lui Po (2) 


în teoria detecție: ionilor 


з › Caracterisucele ansambluiu: de fotoni 


ware. dupa comportarea lor inu-un ansamblu 


Particule 


г, se împart în două grupe: fermioni şi bosom 


format din particule i: 


uanucă dată nu pc joi sau mai mulți fer 
(caracterizați prin acelaşi set de m visur 
Spre deosebire de fermioni. într-o stare cuanti 
un număr nelimitat de / »babilit a 
este atat mai ma cu cât г t 
stare (popularea stării d 
particulele fárà E 
Caracterul boso! а! 


fenomenele optice. De 


otonilor şi electronic 


particule dr 


temperatura I s 


degenerare (număr | de stări cuantice 


cule (n) din unitat 


Numărul mediu de ү 
dat de produsul dintre numărul де stări 


prin accemj energie (E 


ul mediu de particule dintr-o stare cuantică dată 


cuantice şi num 


пру Numărul mediu de parti 


dintr-o stare dată este descris de о 
funcție (у), care depinde de caracterul ansamblului 
In cazul ansamblului roimat dintr-un gar fermromc degenerat 


funcția are аѕресіш 
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fu 


este dat de relația. 


nf = pa 
КЕ 

kT 
Тп cazul ansamblului format dintr-un gez /оготіс degenerat 


funcția are aspectul 


вл) 


imic îndeplineşte condiția p < 0. Numărul шейи Че 


unde potențialul ‹ 
aloare, iar numărul mediu de 


dată poate să ia orice vi 


е volum, este dat de relația. 


(3:8) Увм 


iar numărul mediu de particule in unitate de v is de funcţia 


de distributie Boltzmann-Maxwell 


G8) пвм = Вехр| 


In cazul ansamblului де particule nede 


particulelor în fermioni şi bosoni își pierde si 


ambelor statistici cuantice se reduce la cel al sta In acest caz 
se observă că dacă este îndeplini nerare, atunci 
amblului este 


УСІ. respectiv n ((1, adi 


nm 


nu prez 


mult mai mic decât numi 


importanță problema manifes fermionic al 


considerat ca un gaz bosonic, prezintă câteva 

1 - Fotonii nu interacționează in mod nemijlocit un 
flux de fotoni se intersectează cu alt flux fără a interactiona. Acest fapt 
este exprimat de liniaritatea ecuațiilor câmpului em (principiul 
superpoziției pentru câmpul em). Deoarece nu există interacțiuni între 


fotoni, ansamblul poate fi considerat drept gaz ideal. 

2 - Mecanismul care determină stabilirea echilibrului în acest 
ansamblu constă în interacțiunea fotonilor cu substanța. In cazul acestei 
interacțiuni se crează sau se anihilează fotoni. Radiația de echilibru dintr-o 
cavitate este determinată de interacţiunea fotonilor cu substanța pereților 
cavității, 


mediu de fotoni într-o stare cuantică dată, în cazul gazului fotonic. ан А 
echilibru termic este м 


1 


69) E 
exp| — |-1 
1 kT 


5 relația obținută în cadrul teoriei lui Planck. 
Un rezultat direct al caracterului bosonic al ansamblului de fotoni 


n i reprezintă procesul de emisie stimulată. Acest proces dete mine 


t Creşterea populării cu fotoni а unei stări date ca rezultat al interacțiuni cu 


tendinței de a popula stările care deja prezintă 


d Sistemele atomice, datorită 


e © densitate mare de populație. Un foton care este prezent în apropierea, 


tat stimulează crearea unui alt 


unui sistem atc on Care Vă ар 


are se află fotonul stimulator 


t їй aceeaşi stare cuantic: 


Descrierea radiației optice сш ajutorul ansamblului de fotoni, 


care devine un caz particular limità al 


a se trece de la descrierea cuantică la cea 


г descrierii cuantice Pe 


Clasică este necese a numerele cuantice care definesc starea 
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Я à а zul 
microobiectului considerat să prezinte valori s..cient de mari. In cazul 


radiațiilor optice, este necesar să fie satisfăcută condiția: 
Nga) sau ny, ))! 


numită şi "condiție de descriere clasică" Dacă numărul de foton: ce se 


află în aceeași stare cuantică este sui и de mare, se poate пе, 


ice, putându-se operă cu 


"structura cuantică" a câmpului radiațiilor op 
sticii Bose-Einstein, 


unde de radiații optice. Deoarece fotonii se supun st 
numărul acestora într-o stare dată este nelimitat 
аге 


Reprezentarea radiaţiei optice printr-un ansamblu de fotoni, c: 
se află într-o stare Ко. corespunde, în descrierea clasică, reprezentării 


câmpului optic prin unde plane. Ficcărei unde plane. caracterizate prin 


vectorul de undă k şi polarizarea a , îi corespund Nyo fotoni, 


caraclerizați prin impulsul ЙК şi polarizarea о 


Energia câmpului radiației optice corespunzătoare unităţii de 

Volum este de ordinul lui E? (E - intensitatea câmpului electric al radiației 
Toplice considerate). Pentru a calcula numărul de fotoni de frecvență ©, 
corespunzători acestei intensif, se raportează mărimea energiei la 
ea de oscilatori (fotoni), obținându-se energia corespunzătoare 
ii oscilator, care, raportată la mărimea Йо, determină numărul de 


i, deci: 


clasic. ] 


electric 


sli 


ate fi tratat din punct de vedere clasic. Pe de altă parte s-au 
 detectori de radiaţie care pot înregistra chiar fotoni izolaţi, deci зе poate 
studia natura corpusculară a radiaţiilor optice ce provin de la surse foarte 


slabe. 


3.4 Zgomotul termic şi zgomotul cuantic în cazul unu) gazi 


fotonic aflat în echilibru termic 


34.1 Fluctuaţiile numărului de fotoni 


izati prin energia йо, 
rezintă gradul de 


Să notăm cu n - numărul de fotoni, ca: 


numită stare energetică, Í 


care se află 
ate, atunci numărul toni, caracterizați 


№= рп. Notâm cu (n) sau (N) = gla) 
considerată. Numărul п (sau N) de 
xperimental vor prezenta fluctuații în jurul 
fluctuații reprezintă caracteristici 
aţionare, medierea se 


degenerar 


numărul me е fotoni în Sal 


| particule 


valorii medii. N 


fi observa! 


i mărimea acestor 


cule. In condiții externe st 


ale ansamblului de раги 


EST 


realizează sau asupra ш i stă 


pentru o singu т 
Fluctuatiile numărului d to! 
medie sau dispersie, cc relaţii 
An?) « (((n) -n' ( 
n (n) (п 
Dacă Wa t 
găsească n fotoni, a joi r 
(n)= ү 
Pentru gazul fotonic aflat 
probabilitatea w , este descrisă de relația 
ж | пло 
ехр - 
р КТ пло п 
та о0о) : 
nAo) V KT k ( 
Уе == \ 
2 КТ) 
7 к! 
Pentru a calcula este necesa 
12 22 z 
identitatea: (n =(п)+2(п (în acest scop Prin 
/ уш i 


urmare în cazul gazului fotonic aflat în echilibru termic, expresia deviatiei 


pătratice medii este: 


(8876 


Acelaşi rezultat se poate obține direct, știind că pentru un gaz 
perfect aflat în echilibru, deviația pătratică medie este dată de relația. 


(aw?) T(N) 
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n 


deci: 


68.11) 


Fluci 


iile numărului de fotoni determină, în cazul detectării unui 
fascicul de radiaţii optice, un zgomo/ denumit extern (spre deosebire de 
zgomotul denumit intern care caracterizează dispozitivul de recepție) 
Relația (3.11) contine doi termeni care corespund unui zgomot denumit 
cuantic (№) =в(п) şi unui zgomot denumit de agitație termică 


(№) = 


Mărimea: 


(3.12) 
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m е gomotului corespun: 
des 
Vom analiza mă gomott t 
corespunzător domeniului. de 
ptic kT 
primu 3 
prin 


stare cuantică 


dată trebuie să tratat din punct de 


vedere clasic al cuantic nu prezintă ortanță, rolul principal 


(zgomotului termic) 


revenind agitației 


Insă în domeniul optic relația (3.9) devine 


prin urmare: 


=hoje (n) = ho. Bex) - 22) 


In acest caz un singur foton revine la mai multe stări cuantice, iar câmpul 

poate fi definit numai din punct de vedere cuantic; zgomotul termic devine 

neesential, rolul principal in fluctuații fiind deținut de zgomotul cuantic. 
Aceste rezultate scot în evidenţă rolul proprietăților corpusculare 


— wmm Ел e чн ачыш cu cât 


(3.12) 


neechilibru termic se poate ac - 
general valabilă, deoarece termenul /л\ este determinat de t 
fotonilor de a se aglomera, datorită caracterului lor bosonic, їп 
care populația este cea mai mare. Această caracteristică nu depinde | 
prezența sau absența stării de echilibru termic. ci de faptul dacă a 
este degenerat 

Pentru a se trece de la un рал 'ntonic aflat in echilibru termic laun 
fascicul de fotoni in neechilibru este necesa să se considere două 
transformări 


- se înlocuiește factorul de degenerare ai gazului fotoni ti 


echilibru termic Ac) cu factorul de degenerare al fascicului 


de fotoni g — 
Де să se evalueza numărul de fotoni dintr-o, singură stare 
i > fotonic în! СИ l 2197341971 3 
cuanticá. Pentru un gaz fotonic in echilibru term 077 4107! în 


timp ce pentru fasciculele de radiație optică ce provin de la surse optice 


sau de la la această mărime poate depăşi cu mult unitatea; pentru 


laseri se ajunge la 105 +10°°. In ultimul caz este îndeplinită condiția; 


condiţii devin preponderem 


3.4.2. Corelatia între fluc 


ге; 
еп 
Considerăm două fascicu п 
єз м2} 
Np (№) 914 ANI 
me 
obținut prin suprapunerea f ї 
М=М+ i 
respectiv: 
| ] 
(ам )= ANI + AN2) )- (^ 1 
АХ Dacă fluctuațiile celor două fascicu ac condit 
d (АМА) = (AN AA 
atunci se considerá cà între flu xi, 
208 : 
x fotonilor unui fascicul este independeni jistribuţia celorl 
tă | t 
există relația: 
sde (ANAN „\=0 
se consideră că fluctuațiile celor două fascicule sunt corelate 
| Dispersia caracteristică fasciculului de fotoni rezultant este 
(NY. RER vi 
A \ REA Nit Na 
па (axe (e =) iz) == 2) 
| E g 
3,12 2 2 
CN 
= ura) 09 ОЈ 


B 
Comparând cele două rezultate 


(ANL AN2) j 

i к n 
Prin urmare în fasciculele de fotoni este prezentă o corelație între 
fluctuațiile acestora, care reprezintă o confirmare, existenţei efectului de. 
acumulare a fotonilor, determinat de caracterul lor bosonic. Acest efect 
arată că "mişcarea" fotonilor nu este total independentă: totul se petrece 
ca şi cum fotonii "s-ar atrage reciproc", în final manifestându-se tendința 
de a se acumula într-o stare cuantică dată. Această tendință de 
interacțiune nu prezintă un caracter energetic, ci este determinată de 
caracterul bosonic al fotonilor. Acest efect de acumulare al fotonilor s-a 
observat in interferometrul de intensitate Brown-Twiss. 

Fluctuatiile numărului de fotoni ale ansamblului pot fi considerate 
drept incertitudini asupra determinării numărului de fotoni, Considerând, 
ansamblul de fotoni drept un sistem cuantic, fluctuațiile numărului de 
fotoni AN va determina o fluctuaţie a energiei ansamblului АЕ, care 
trebuie să se supună relației de incertitudine: AEAtZA, unde: 
AE - hoAN 

Considerând caracteristicile ondulatorii ale ansamblului, in 


intervalul de timp At, va avea loc o variaţie a fazei, dată de relația: 
Аф = At. Prin urmare: 


тати 


A 4 
Апло 29 >й deci АпАр>1. 
o 
Din această relaţie rezultă că pentru ca valoarea mărimii Ло să бе 
mică este necesar ca valoarea mărimii An să fie mare, deci si (an?) 
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à iii, intr 
€ 1 antice este г 
mare, с i oerentá al radiat mic. Prin urmare 
c | oerentá al radiație une larea selectivă 
cu fotoni ăril uantice, adi în au să fie 
concentrată opulatia, iar în celelalte să nu existe fotoni 
Această situaţie se realizează în cazul lase le un mod de oscilație 
(stare cuantică) e putemic populat, iar fotonii din celelalte stâri 


cuantice reprezintă zgomotul (emisia spontană) 


Să analizăm mișcarea unei particule de masă m, legată elastic d 
poziţia de echilibru. Poziționarea particulei se realizează prin coordonata. 
q, саге reprezintă deplasarea față de poziția de echilibru. Asupra particulei, 
acționează о forță cvazielastică, caracterizată prin constanta elastică k. 
Deoarece о parte a sistemului este supusă acțiunii unei forțe de revenire 
proporțională cu deplasarea icesuzia față de poziţia de echilibru, apar 


oscilanile armonice. Ecuatia „le mişcare a particuler este: 


kq? 
Ка, deci: V = 22 
2 2 


ia energiei totale (hamiltonianul ciasic) a sistemului devine: 


пач 


212! 


In cazul oscil: 


expresia соп 


devine 


De asemenea există ге 
ӨН P 


care vor fi utilizat 
Energia 
parabolică (fig. 1 


a "gropii dreptungl 


infinit, "pereții" osc 


potențial sunt a: 
deformare a gropii 
funcţia de undă a 
Ele trebuie så prez! 


dincolo de zona ре! 


Pentru 


expresia hamiltor 


р 
m 
latiile 
dq 
respecti 
tificarea câ 
lare" constă і 


1 de 


de potential spi 


stem trebu 


scop expresiei impuls ni 


я să-i penetreze uşor. | 


ate forme asemân 


me 


aceea îi 


re o parabolă 


jantic este necesa 


operatorului he 


e atribuie operator 


satisfac relația de с 


omutare 
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forme de 


о uşoară 


unpuls sub forms 


generalizat 


operatorul hamilton pentru oscilatorul armonic, iar ecuaţia Schro 
devine: 
аз) Еа ko- ЕҸ(а), 

2m d 2 
unde funcția de undă 'P(q) depinde numai de coordonate. Se introduc 
notatiile: 


- coordonata adimensională (E) conform relației: 


E 
ie de unde: d? q = ZEE ‚ TeSpectiv: 
o mo 


EI 
+(а)= | Wee: 
J 


Relaţia (1.3) devine 
i 2 


(14) ze rA eho = (©) 


Expresia (1.4) a operatorului hamiltonian în coordonata Ё, poate fi 
considerată de forma. 


соге 


dome 


prin ш 


dată tri 


vedere 


revenin 


6 


In aceste condiţii ecuaţia Schr 


tdinger (1.4) are forma 
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de unde: 


(1.75) bb* a)= (0+1) 


Dacă relaţia (1.7 a) se scade din (1.7 b) se obține relația de comutare a 
celor doi operatori 
(1.8) bb*-b*b=1 

Stările proprii ale oscilatorului armonic cuantic. Folosind 
operatorii b* şi b, precum şi relația de comutare, se pot construi stările 
proprii ale oscilatorului armonic cuantic. Dacă relația (1.7 a) se iumuljegte. 
la stânga cu operatorul b se obține: 
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In ac 


poati 
neesi 


sau, folosin je comutare (1.8 
( 3 

(1.9) b*w[oo(5)] - (4. - - [o 

Relaţia (1.9) reprezintă ecuaţia Schródinge ic 

(1.10) 

Deoar te o márime e f 

infinit. Exis re Amin» astfel încâ se ар 

funcției proprii ọ` "і" u zero, adică 


Această relație reprezintă ecuația Schrödinger satisfăcută de starea cea | 


mai inferioară a oscilatorului cuantic. Relaţia (1.7 a) devine: 
ime І | 
ПМУ ж/к = min s)? mia) (£) = 0, de unde: 
E 1 z ho 
an) Ата = pr = 5 rezultă: Emin = E 


z А, " 
(In cele ce urmează se va nota o mis) (e) = Фо, саге và reprezenta 


funcția de undă ce descrie starea energetică inferioară a oscilatorului 
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repetat la 
se aplică 


‚ adică 


prezenta 


ilatorului 


m 


Stabilirea expresiei funcțiilor proprii. Stabilirea acestei 
este relativ simplă. Se observă că dacă relaţiei (1.7 b) i se aplică la 
operatorul b*, atunci este generată o nouă funcție de undă 
corespunde o anumită valoare proprie: 


ъъ“ «(£) E (s * Bc «(3]. 


sau folosind relația de comutare, se obține: 


frame) ara 


bb e] (s 3 a()] 
Această relație reprezintă ecuația Schrodinger, satisfăcută de funcția de 
undă 


(1.13) 
care este generati prin aplicarea operatorului b^ funcției de undă 


(nel 
AL 
o 2) (E). Se observă că în procesul de generare, mărimea valorii 


proprii față de valoarea precedentă, creşte cu unitatea, deci reprezintă о 
stare excitată. Aplicând operatorul (6) de n ori se obține funcția proprie 


a stării de 7 ori excitatá: 
IMA 


(1.14) ( ! 


Expresia funcției de und 


ă satisfacă conditi 


adică 


Funcţia care satisface această condit ctia € 
de forma. 


(1.15) Ф(&) = 


Conform relație: 


cuantice n este constituit 
ho. Din analiza relațiilor (1.13). 


operatorul b^ se aplică functi 


nouă stare pentru care numărul de cuante с 


cuantă), de aceea b" va fi denumit operator de creere. 


deci b repre 


operatorul b, dispare o cua 
de fotoni. Operatorii def 
comutare (1.8) sunt cunoscuţi sub denumirea de operatori Bos 


Formalismul acestor operatori prezintă о importanță deosel în 
cuantificarea câmpului em 
Functiile de undă proprii. Să stabilim expresia explicită a 
funcţiilor de undă. Se pleacă de la ecuația Schrödinger a stării 
fundamentale scrisă sub formă explicită 
y l(d 
bgo(E)- 0, adică BET ) =0 
J2 & E Фо(®) ‚ 
care reprezintă о ecuație diferențială de ordinul întâi, verificată de soluția 
de forma: 


atiile (1.6 a,b) şi care satisfac relati 


ti de 


-12- а, 


Е 1 
(Е) - b == E: D 


Е Sa 
(117) Pal) = Н. (8) -£j 


unde А. (5) reprezintă polinoamele Hermite de ordinul л а căror funcţie 
generatoare este de forma: 


Н\(&) - 26, 
H4(6) = 


revine la coordonata ini 
corespunzătoare Wa(q) sunt descri 


Hermite-Gauss: 


VeA 


eprezintă te de ordinul n. Se observă că 


meg) 


unci Ho(q) = лја de undă este proporțională cu 


funcția lui Gauss. 


Reprezentarea grafi mătoarea (fig 


Fig. 19 


Din cele prezentate rezultă că oscilatorul armonic este un sistem 
simplu. Simplitatea lui provine din simetria deplasării şi a impulsului din 
GE totale, unde ambele apar ca funcții pătratice. O implicatie 
a acestei simetrii este principiul nedeterminării: in starea fundamentală a 
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următor: NW k 
= probabilitatea p(n) ca oscilatorul armonic să conțină 
+ fotoni este dată de coeficientul [С„|?; Ж 


- densitatea de probabilitate de a găsi particula în poziţia q este - 
dată de KOK 5 


- densitatea de probabilitate ca impulsul particulei să fie p este dată 
de o(p), unde fincţia(p) este proporțională сш inversul 


transformatei Fourier |P(q)], calculată la frecvența i 


9()- 7 ['т@еа({олРа)д. 


-© 
Legătura, prin intermediul transformatei Fourier, dintre, variabilele q şi 
p/h implică relația de nedeterminare a lui Heisenberg, corespunzătoare 
mărimilor fizice poziție-impuls: 
Ergo 


sau Срба 28 
h 4n 2 


atia temporală а 


electric cu liniile de 


câmp inch 
; p 


(1.1) 
£0 
Sursa câmpul ic este reprezentată de către densitatea de sarcină 


electricá 
(1.3) с) Vxb=j ed 
д! 


Un curent electric sau variaţia temporală a mărimii vectorului d detenmnină 


apariția unui câmp magnetic cu inducția b, cu liniile de câmp închise. 
d) V-b=0, 


(11) 
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ell, care 


orală a 


cing 


л с şi Hy ~- caracteristice mediului, js 
experimental, însă pot fi obținute si pe cale онеш prin 
mecanicii cuantice, considerând caracteristi т 
energetice ale sistemelor atomice care constituie substanța, Relațiile 12 
ab) indică o dependență liniară între mărimile e si d, respectiv b şi h; 
această dependență este respectată numai în cazul câmpurilor em -de 
intensitate mică, în cazul câmpurilor intense dependența se exprimă. printr. 


© relaţie neliniară. 


Soluțiile ecuaţiilor Maxwell descriu câmpul 


prin unde em. In 
anumite condiţii, acest câmp se manifestă ca fiind constituit din particule 
(fotoni) 
Pentru simplifi 


constatare pune problema cuanrificăzii câmpului етт. 


ea rezolvării acestei probleme se va considera. cazul 


vidului (s, =, —1), adică un domeniu lipsit de sarcini sau curenţi 
electrici. In acest caz, ecuaţiile Maxwell devin 
а) b) Vxb pe 
at 
(1.3) 
) V-e-0, d) V:b=0 
= —. reprezintă o mărime fizică a cárci valoare este identica 
d 
cu viteza de propagare a radiaţiilor optice (ет) in vid. 
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\ 
| 
$е уа сопз e 
caracterizată prin vector 
prin vectorul intensitat | 
cărui componente sunt e(0,( 
parametrul spatial şi tem se co 
(1.4) e 
Mărimea ( sin kx ) descrie di uti ul 
formă de undă staționară, iar 
dependența de timp a câmpul 1 | 
perfect reflectanti, infinit 5 c ge al à 
deschise) ! 
Dacă relația (1.4) s d i ) țin | 


componentele ind 


i E 
i se +b, kj, deunde 
ду д2 
0 ez 


(1.5) 
(vectorul b trebuie să бе perpendicular atât la direcţia de propagare х 
(b, =0), cát si la direcția câmpului electric (b, = 0). Deoarece mărimea 
(22) conține mărimea (coskx), soluția ecuației (1.5) trebuie să fie 
proporţională cu (cos kx), deci va fi de forma: 


(1.6) by = (дока 


descrie 
timp a 
| pereți 
avitàtii 


obtin 


ageres je E) sur. 


Dacă se diferenţiază relația (1.7) în raport cu timpul şi se consideră relaţia 
(1.8) se obține: 


а? 
(1.9) 40и q(t) - o, 


care reprezintă ecuația oscilatorului armonic caracterizat prin pulsatia œ 
Dacă se consideră expresia hamiltonianului clasic de forma: 


Tof a 

(1.10) H= 2(» *q ), 

relaţiile (1.7), (1.8) devin: 

@л1) 280. ()= 28, respectiv, 
ap(t) ôH 

112 ERU ome 

io qoc) Bu 


expresii ce au fost întâlnite la analiza oscilatorului armonic clasic. Prin 
urmare expresia (1.10) reprezintă hamiltonianul unui oscilator armonic 
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noscute р(/) mpulsul 


(1.13) 


L 


deoarece: [dx sin?kx = —,respestiv: [ах cos?kx = 
0 0 
Expresiile (1.10) si (1.13) sunt identice, dacă există relația 
= 
в |2 
(1.14) N = |2 


Veo 
Pentru a urmări procedeul de cuantificare prezentat în cazul 


oscilatorului armonic, expresia (1.10) trebuie adusă la formai 
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(116) 


io 
Expresia (1.10), folosind relațiile (1.16 a,b), devine: 
ћо [р> q) љ[ 2? ho 
H= di E бс, es 2,2 
2 2 2 az 8 32) 
Folosind analogia cu cuantificarea mişcării oscilatorului armonic, 
se introduc operatorii de creere si anihilare de fotoni. 


1 8 ð 
КТ кас } b) b= E ). 
(117) a) b үз zE ) Fri '°, 
Dacă se adună relațiile (1.17 a) si (1.17 b), folosind (1.16 b), se obține: 


(18) а) а()= (+) 


а densităţii 
atiile (1.4) 


Dacă se scad relațiile (1.17 а) si (1.17 b), folosind (1.17 a), se obține; 
zl 
Q8) b) pt) = e b) 


Operatorii de creere şi anihilare de fotoni satisfac. relația de comutare (VII 


1.8) 
bb*-b*b=1 
Pe baza relațiilor (1.18 a,b), câmpurile e, respectiv b considerate 
1 in vid, pot fi definite prin intermediul operatorilor b* si b sub forma. 
az 
una: 
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(119) a) е, = (ь*—Ь) 29 T sinks respectiv: 
250 


aa 
bt+ op coskx 
2E 


(1.19) b) by = 


Hamiltonianul sistemului (modului de oscilație) exprimat. prin b: 
intermediul acestor operatori, are forma: 
(1.20) 
= (p+ q? Pej- (006-6) (t 2 EIE 
D 4 ! Л 


zo [Abb ъъ" ъъ , 
4 


- Po [ptos w']- па[н E 
4 7) 


(VII. 1.8) între operatorii b*sib. 
pentru a rezolva o serie de probleme. 
şi electroni, este necesară, alături 


unde s-a folosit relația de comutare 
Din punct de vedere clasic, 

relativ la interacțiunea dintre câmpul em 

de mărimile e si b, o a treia mărime, potenfialul-vector а, legată de 

expresia câmpului magnetic prin relaţia: у 

@. b=Vxa. 

dintre intensitatea câmpului electric şi potentialul-vector este de 


Componente ce satisfac condiția de calibrare: 
да, 
V-a a, —. да. 
Ox ду oz 
Expresia (1 24) reprezintă potentialul-vector al modului de oscilație 
descris de relațiile (1. 4) şi (1.6). 


Din 


le prezentate rezultă că la cuantificarea. câmpului ет 
mărimile: intensitatea câmpului electric, inducția c&npului magnetic si 
potențialul-vector devin operatori, find exprimate рїї operatorii de 
creere (b`) si anihilare (b) de fotoni ai oscilatorului armonic Energia 
totală a câmpului (în cazul analizat, al modului de oscilație), de asemenea 
devine operator fiind dată de relaţia (1.20) 


Ecuația Schrödinger a unui mod de oscilafie al câmpului em. 


In continuare, considerând modul de oscilație ca un sistem cuantic, 
Зе va stabili ecuația Schrödinger şi se va discuta soluția acesteia (funcția 


de undă-soluție). Ecuația Schrödinger corespunzătoare modului de 
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oscilație caracterizat printr-un hamiltonian dat (funcţia de energie) (1.20) 
este Ў 

г А! Р 
(1.25) hab b+ 3 = Е'Ф, sau: 


hob'bo - (Е- 1? le-ro, | 


2 


| unde originea scalei energiei a fost deplasată cu mărimea ho/2, iar Ф 


"T 


reprezintă funcția de undă caracteristică modului de oscilație. Deoarece 
opreatorii (b,b) se exprimă prin functi dependente de timp 
(p(e),a(4)). relaţia (1.25) reprezintă ecuația Schrădinger dependentă de 
timp. 

In cap. 7 s-a stabilit că nivelul energetic cuantic 7 al oscilatorului 


armonic este caracterizat prin energie E = n ho» (oscilatorul cuantic se 

află în starea energetică staționară п, adică energia internă este egală cu n 

unități ло ). Corespunzător se poate considera că modul de oscilație al 

câmpului em, atașat oscilatorului cuantic care se află în starea energetică 

n, este ocupat de n fotoni, fiecare având energia Ле , iar funcția de undă 
istică este de forma: 


1 п 
9, = alb”) Ф, 
‚ cazului oscilatorului armonic, starea câmpului em (modului de 
care nu este prezent nici un foton (aşa numita stare de vid) 
à de relaţia: У E 


de 


(Ф,е„|Ф„)=0, - respectiv CAREA) З 
Acest rezultat раге surprinzător, deoarece un mod de oscili 
energia E = пло, trebuie să fie ocupat de un număr de n fotoni, a 
energia totală a modului nu poate fi egală cu zero, cores 
amplitudinea câmpului trebuie să fie diferită de zer 


o. Pentru ca valoarea _ 
aşteptată (P, e, D, ) să prezinte corespondent în teoria clasică перше 


să se considere fazele mărimilor e şi b drept mărimi necunoscute (valoarea 


supra acestora 
a arăta că dacă se 
atunci se distruge noțiunea de 
fază. In relațiile de mai sus au fost folosite funcțiile de undă cu număr fix 
de fotoni. 


In aceste condiții se ajunge la rezultatul obținut, Se 


consideră un număr determinat de fotoni, 


1.3 Rela 


între operatorii de creere şi anihilare de fotoni 


Relaţiile ce se pot stabili între aceşti operatori se bazează pe 


proprietatea de comutare. La folosirea relației de comutare, ambii termeni 


se aplică funcţiei de undă considerate, De asemenea, trebuie considerat 
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faptul că operatorii b^ şi b pot fi aplicaţi de mai multe ori funcției de 
undă, adică se pot obține expres? de forma (ь*) р 


1) Pe baza relaţiei de comutare se poate demonstra што ătoarea, 


identitate: 

(129) we Y -( ELLO үг 
unde: п = 1,2,3... reprezintă un număr întreg. 
Db*—b'b-1 (se obține relația de comutare) 


n=l 


ue") = у b= bbtbt-b'b*b+b*bb*-b*bb* = 
(o*- ъъ)? + о (ы =) =20* 

ы) 46) b= 
ws) p*- vir) bt у һь*— (y ъ= 


К (у Е (v) ») въ (bb*- bb) = 


E 
3) Se consideri expresi: f(a) = (nt 
efectuează derivarea respectând ordinea de aplicare a 
i fa)- ( ШО eu) a ( Es booe) s 
E (6%) ъв) (е) z ies) e --f(a) 
Deci: 2. Pa) да) =. 90). aaa 


Лео) 
=a + ct, unde: In f(0) = ct. 


Dar:  f(0)-b, deci: /(a)=be”“. Prin urmare: 
(133) (e 9m) (o) = Бе ®, respectiv: 
(1.34) (e) (е9) =з еш 


1.4 Soluţia ecuaţiei Schródinger dependentă de timp pentru 
cazul câmpului monomodal. Pachetele de unde, 
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Oscilatorul armonic cuantic se poate afla în diferite stări staționare 
caracterizate prin funcția de undă corespunzătoare $i energia proprie 
En = пћо. Starea generală a oscilatorului cuantic se exprimă sub forma 
unei combinaţii liniare a stărilor staționare Oscilatorul cuantic corespunde 
unui mod de oscilație, iar stării staționare n a acestuia îi corespunde un 
număr n de cuante Aœ în modul de oscilație Corespunzător oscilatorului 
cuantic dat, în modul de oscilație vor ta stări ocupate cu zero fotoni, 
си o cuantă sau cu n cuante. Starea modului de oscilatie se уа exprima ca 
о combinaţie liniară a acestora. 

х Ecuația Schrödinger dependentă de timp, corespunzătoare ecuației 
independente de timp (1.25), este de forma 


ob 
135 Ho 0 =й — 
(135) ол ih 


unde forma hamiltonianului este datá de expresia (1.25). 

Să considerăm drept exemplu o soluție sub forma unei combinaţii 
liniare a funcţiilor de undă corespunzătoare unei stări cu zero fotoni şi alta 
cuun singur foton: 


Ф=СоФу+С be”. 
expresia acestei funcţii de undă în ecuaţia (1.3 
hob (cob eo 4 bose 


Folosind (1.36), mărimea valorii te egală cu: 
(b)= [с] (Ф| Фо) + CC, (oale, eta 
* CCo (os [olo e^t (ФФ) 

Considerând relațiile: 
(Ф[ЫФф,;)= (|у) (оо) о, (е |уФ;)=1 
(deoarece: ЪФ = 0, bo = Фо şi (ФФ) =0 


ortonormate), acestă mărimea devine; 
(1.38) (6)= Сетете 


Evoluția 


lorii aşteptate este descri 


e relația: 


АЕТ f 
(1.39 a) =—0CoCye =—iab) 


2. Stările coerente 


Se consideră funcţia de undi&solufie a ecuației Schrödinger 
dependentă de timp, peniru un singur mod de oscilație, definită ja 
| momentul t = 0. Conform relației (1.36/), aceasta are forma 
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Qi =C +C 
1 


(2.2 а) Ф,= 


(2.25) 


со СШ С. repreziată 
|] 


pătratul valorii absolute а 
ánd se mă 


probabilitatea. de a determina st 
numărul de fotoni (energia сатр! 


с, 


lui) a unui singur mod de oscilație 


(2:27) 
dată, tar 


buţia Poisson (mărimea © 
fig. 17) Valoarea maximă à márimii 


numărul maxim de fotoni 


Această expresie reprezintă distril 

n reprezintă o mărime variabilă) ( 
2 2 

|с. corespunde stării in care este prezent 


In aceste condiţii relaţia (2.1) are forma, 


dezvoltarea în serie a unei funcţii exponentiale- 
2 


n 
+. 


operatorul b* cu vali 
toţi operatorii de апі 
operatorii de creere b* în partea stângă. 


E dată, Deex (obje) = (TO) = aloo) = 
ER. Ж 
à P mărină (ть) = (eto) =оа'(Ф|Ф) = 
Otoni, 
(оед) = (oho 5) тоо) = ifa" 
Trebuie remarcat faptul са funcţiile proprii Ф. (1.43), 
сагасї te prin diferite valori œ, nu sunt ortonormate, Pentru valori œ 
diferite se obține 
Паје 


8 2 
(Ф.Ф) = a- BL - " + 2) 


{йе sunt ortonormate: (Py әр) uj 


Relaţia (2.4) poate f obținută si ca о soluție a ecuației 
Schrödinger. Considerăm ecuația Schrödinger de forma: 
Q.6) (noe bey ^ ybjo = Eo, 


ecuaţie ce descrie evoluţia așa numitului "oscilator armonie deplasat". Se 
poate arăta că funcția Ф, printr-o alegere corespunzătoare а mărimii a, 
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reprezintă © soluție а ecuației Schrödinger. Introducând relația (2.4) în 
ecuaţia (2.6) şi considerând proprietatea (2.5) se obține 


Meit (hac: b* Фо +ү*Ь* Do ya b; - Me” Eds, 


care înmulțită cu M "le" conduce la ecuația 

Q3) (hoc. 6 y" t à +үаФе = Ed, 
Relația (2.7) reprezintă o ecuație în care intervin ctiile 

(ot о) 3l Dy. Deoarece aceste funcții sunt liniar independente, ecuația 


va fi satisfăcută dacă dispar coeficienții, deci e îndeplinite condiţiile 


(28а) — Roo b +y" =0,deunde: a respectiv 


(2.8 b) ya =E, adică: E 


Aceasta reprezintă o proprietate de maximum а stăn coerente. 
Pentru о stare cuantică arbitrară se poate arăta că: 


9 
(аур) 
у = |, stările cuantice considerate sunt coerente în mod 


їп = 


П coerente, 


iar transformata Рош 


(105) al СЕ Гы, 


Mirimile o, şi tty reprezintă mediile asupra mărimilor. 


nedeterminărilor determinatà de |06) f şi KOK este 


n In aceste condiții câmpul em se consideră a fi într-o stare 
coerenlă. In fig. 20 este prezentat dome: ie d standard ale 
pedeterminării componentelor in cuadratura x şi p, um şi ale 
âmplitudinii complexe a câmpului electric e(1), pentru coerentă a 
radiaţiei optice. 

Mărimea pătratului ||. a coeficienţilor dezvoltării funcției 1ш 

[m 

p(-n) 


\Р(х) după baza Hermite-Gaussianà eg unde 


n-ol tap, deci probabilitatea de numărare a fotonilor p(n) este de 


tip Poisson. Spre deosebire de optica em, în cadrul opticii fotonice 
radiaţia coerentă nu este determinată 

Nedeterminarea stării coerente este mai pronunţată atunci când 
valorile mărimilor a, si ор sunt mici In 21 este prezentată 


шек timp a câmpului dacă а, = a, = [0 Aceasta corespunde 


când modul conţine zero fotoni, deci prezintă numai energia de 
//2), acest caz este denumit stare de vid. 


prezentată 
orespunde 


energia de 


Produsul 
à de 1/4, 
i redusă 
erminàrii 
На este 
| este o 


H 


Produsul 9,65 menține valoarea lui minimă de 1/4, dar cercul de 


nedeterminare" al fazorului 8 este "comprimat" sub o formă eliptică 
(бв, 22) In evoluția în timp a câmpului electric, asimetria nedeterminàri 
їр. 22) 


u mponente în cuadratur se manifestà prin creşterea periodică, 
celor două t 


, prin descreșterea acesteia 


i în momentul când prezintă 


lui redus sub cel al starii coerente. 
ninare minim 


za prin heterodinarea câmpului 
cestor г 


de fază corespunzătoare. 
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Fig. 22 


Câmp de radiație cu număr de fotoni comprimat. Radiația optică 
Dprimalà "in cuadratură” este supusă unei nedeterminări asupra uneia 
omponentele ei în cuadraturá care este redusă față de cea a stării 
‚ О altă formă a radiaţiei neclasice este radiația cu număr de } 
сотргїтай sau sub-Poisson, Pentru acest tip de radiație valoarea 
numărului de fotoni este comprimată sub valoarea stării 
(Poisson), adică o? (п. Fluctuafiile numărului de fotoni care se 
3 nu poata a satisfăcută 
oni comprimați, ca a 
1 tori de p 


Шана optică 
Supra uneia 
cea a stării 
număr de 


le valoarea 


* special 


imat, să 
n starea 
leoarece 
ti (Ca 
unzător 


Incertitudinea asupra radiației cu szări numărate este prezentată în 
fig. 23. Deşi valorile componentelor în cuadratură şi cea a fazoruluii şi a 


fazei sı 


incerte, numărul de fotoni este absolut cert. Apare problema 
dacă este posibil să se realizeze un experiment care solicită un număr fox 
d radiație cu stări coerente intr. 


de fotoni folosii 


mod selectiv. De ex. 


о sursă coerentă la 
mp si apoi să se folosească fotonii numai în acele 


s-ar putea să se obțină prin dirijarea fotonilor de la 


intervale succesive de 


când numă 


ale de ti de fotoni observat este cel dorit. Insă este 
intervale de timp ; s 1 
deficil să se observe fotonii fără a-i anihila. O cale de a depăşi acest impas 


constă in a genera fotoni corelati în perechi cu ajutorul unui proces ca de 
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N plc 


ех. conversie parametrică "în jos". Cu ajutorul a două "copii" ale unui 
fascicul de fotoni se poate observa şi folosi pentru a indica sau controla 
numărul de fotoni din alt fascicul 


3. Operatori dependenţi de timp. Reprezentarea Heisenberg, 
Până acum operatorii b şi b* au fost considerați operatori 


independenți de timp care actionezá asupra unor funcţii de undă ce pot fi 
dependente de timp. Funcţiile de undă trebuie să 


atisfacă ecuația 
Schródinger dependentă de timp. Acest mod de tratare este cunoscut sub 
denumirea de гергегетагеа Schrödinger (sau tabloul Schrödinger) 

In optica cuantică ca şi în alte domenii ale me 


ici cuantice se 
utilizează şi alte tipuri de reprezentări. In prg. 14 s-a stabilit că valorile 
aşteptate ale lui b si b* satisfac ecuaţiile (1.39 аЬ), indiferent de functia 
de undă originală. 


Se pune problema dacă se pot introduce operatori dependenți de 
timp, care să satisfacă ecuaţii de forma: 


ELO = ie b(r) respectiv: 
d + 
a 0 zio b*(r). 


dependența de timp a proceselor fizice este conținută în 
în timp ce funcţia de undi este considerată complet 


endenti de 


пша în 
complet 
area lui 


iar (0) reprezintă funcția de undă definită la momentul 


Considerând dezvoltarea în serie a funcției exponentiale: 


шш. су 


п=0 

funcția de undă (3.2) poate fi scrisă sub forma: 
H)? 

e» op-oo EN) 


E 
Dacă se introduce funcţia de undă (3.3) în ecuația Schrödinger 


dependentă de timp. 
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şi se compară, termen cu termen, ambele părți ale relației se constată cà 
funcția de undă ФГ) reprezintă o soluţie a ecuației Schródinger 


considerate a Ze()- = йа(!) 


Dacă considerăm expr 
funcția de undă (3.2) devine 

or) = 
unde (0) reprezintă о fund 


iltonianului: H = йо ЬЬ, atunci 


( ihob'b j. ] 


de undà arbitrará care poate fi 
reprezentată са о superpoziție a soluțiilor ecuației Schródinger 
independentă de timp 
habbo, = nAo9, , sub forma: | 

© 
РЭ, (0) = Co, 

п=0 

Folosind această formă а funcției de undă, expresia valorii 

aşteptate а unei mărimi fizice devine 


(ex lor) = (eo өң | Е и) 
= (о) уо) 


E unde noul operator b(t) are forma: 


G.6) 0) - 


Deci se obține ecuația: 
(3.10) 


а саге; solutie este 
(3.11) b(r) = (0)е-® 
Deoarece la momentul t = 0 este satisfăcută relația de comutare (1.29). 
(3.11) arată că relația de comutare trebuie îndeplinită tat timpul, 


b(0)b*(7)- b* (r)b(r) 


util in ca 


1 operatorul Se poate prezenta 
fi aplicat în toate cazurile. Considerând expresia 
tiere aplicată relati ), poate fi scrisă sub 


trebuie 


aceasta 
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«| йез, Кү] ье - 


qus З 
_ ()] 


Expresia (3.12) reprezintă relatia f entală căreia 
toți operatorii în reprezentarea ! 
Orice operator cu condiția ca 
reprezentarea Schrödinger 
intrisecă de timp, de ex 
stabilească o ecuaţie care să de Or) fată de ti 


este necesar să se considere dependent le timp 


derivată parțială, sub forma 


" Do ИК 
(3.13) 220-80 )]+ So) 


Relațiile au fost stabilite considerând ratorul Ñ independent de 


timp dar sunt valabile chiar dacă FI depinde explicit de timp, 
3.1 Oscilatorul armonic în reprezentarea Heisenberg. 


Un avantaj al reprezentări Heisenberg constă în faptul că ecuația 

:10) ce descrie к operatorilor reprezintă o reminiscență a ecuației 

i işcării i рн зе уз analiza ecuaţia, mişcării 
ie Schrödinger este de MS 6). 


e să se 


de timp 


printr-o 


de 


_[лы[ь*ь-һъ°*}ь+ү`[ь^ъ- eo] 
d rl ; 
(3.142) aj 0m 1060) —v'(). respect 
Lori e io b*(r) - ү” 
G.14 b) zi (i) = жтт (Q) 


Aceste ecuații diferențiale sunt verificate de către soluția: 
[—!®(1-т)]у`(<)ах + b(to)expl=ia(r=t0)] 


e operatorul b in reprezentarea Schrödinger. 


tă prototipul câmpului coerent emis de către o 


mpului e. Cazul multimoa 
că î niul unde se analizeaz: ет lipsesc sarcinile si 
ic ile Maxwell sunt de forma ( 1.3): 
b 
) е=—-— b) b-sgoH 
at 
e=0 d) V:b=0 
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при e( е rintr- 
superpozipi ( 

ме stap П m 
(semnul "minus 
preia rolul funcț zu 


3a) se introduc iti câmpului 


electric (4.1) şi inducției câmpului magnetic 


p. (olv хаа (2) 


Deoarece mărimile из (x) şi v; (x) sunt funcţii liniare independente 
E J Н F ^ 


această relație trebuie îndeplinită pentru fiecare indice A. In acest mod se 
obține o ecuaţie ce trebuie satisfăcută de funcţiile pp (1) şi qj(r) 


dependente de timp 


REX) = фу, pal) 


şi alta ce trebuie satisfăcută de funcţiile ш, (x) şi v; (x), dependente de 


(4.3 а) 


coordonatele spațiale: 


(4.3 b) Ухи,(. 


a vi(x) 
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(45а) У.т, (х) 70, respectiv, 
(4.59) v-v(1)- 0. 

Ecuațiile Maxwell se reduc la două tipuri: ecuațiile (4.3 b). (4.41 
(4,5 a) si (4,5 b), care descriu distribuția spațială а amplitudinii câmpului | 
em si ecuaţiile (4.3 a) şi (44 a), care descriu evoluția temporală 
amplitudinii acestuia. Aceste ecuaţii pot fi rezolvate univoc luând. în 
considerare condițiile la limită. 

Procedeul de cuantificare se referă la mărimile. p; (7) şi а (£). Se 


consideră expresia energiei câmpului гт din volumul У: 


(46) U= 1e ra 2 


2y Ho 


Considerám modur mpului ет ortonormate, conf 
Pra ) f 
Га, (х)а (x 


(phai) 


1. Màrimile 


u ecuațiile 


€—— 


relație ce arată că modurile spațiale sunt normate diferit față de cele 
prezentate in prg. 1 

l fet 5 E (bip) 
Se notează: с, = (6+9) şi р = ge ba). 
care introduse în (4.1) şi (4.2) conduc la: 


49  ex)= 


олно f, e 
410) Ыбх) = ы] + =b*+b 
ou CD (barbie) 
Din relaţiile (4.9) şi (4.10) rezultă că mărimile vectoriale ебх, й), 
respectv b(x.1) pot fi descompuse în termeni cu frecvențe pozitive şi 


există relațiile de forma (1: 2)5 # (1.22): 
(4.14) a b=Vxa s b) 


Pentru a stabili o formă convenabilă pentru a, potențialul-vector. se 
exprimá sub forma sumei unor moduri necunoscute: 


(4.15) 2(x,0) = Za, ()w(). 


Dacă se introduc relaţiile (4.15) şi (4.1) în (4.15), şi se compară termenii 
individuali, se obține ecuația: 


= N, pa (ди (х) =- 


care se descompune în două relații 


$9.0) 


at 


(4.16 a) р\()=- 5 
(4.16 b) wa (x) = -Mu (x) 
Comparând (4.16 a) cu (4.3 a) se obține: 
_ dau, 1 q(t ? 1 
рл()= 2n. Lom айса: a ()- (0) 
А 


o, д 
Deci expresia NC Б (4.15) devine: 


| безл... 
4 
Ы (417) а) X; je (o, bt )u (3) 
int. X 1205 £o 
fon Mărimile e(x,:), b(x,r) şi potenfialul-vector a(x,:) devin 
e Operatori deoarece b si b* sunt operatori. In reprezentarea Schrödinger 
(Sem; acești operatori sunt independenţi de timp, dar în reprezentarea 
Heisenberg, devin dependen! i de tim 
Preia B nep p 4 
па 7 d 
1j 4.1 Ecuația Schrödinger in cazul câmpului ет multimodal. 
(4.2) 
Pe baza elementelor introduse mai sus, considerând câmpul em 
x multimodal ca un sistem cuantic, se poate scrie ecuația Schrodinger, 
б) " Forma dependentă de timp a ecuaţiei Schrodinger ce descrie comportarea 


d Acestui sistem este: 
a d 
Hoc-ih-—o, 
“ш 
Teprezintà  hamiltonianul | sistemului cuantic (câmp em 
iar? - funcjia de undă ce descrie starea acestui sistem, 


кох A 3 
Până acum s-a analizat câmpul ет conținut. în 
aceste condiții câmpul trebuie să satisfacă anumite 


modurile de oscilație după care se realizează dezvoltarea. câmpul 
prezentate până acum modurile de oscilație au fost conside] te si 
de unde staționare, Dezvoltarea de acest tip se utilizează în cazul laserilor. 

Există experimente care nu pot fi descrise prin modelul undelor 
staționare, ele fiind descrise mai bine prin model 


spontane, respectiv stimulate, In prezente condiţii la 


limită, deci este normal să fie folosità dezvol câmpul em după unde 


si 


a clasică, o asemenea dezvoltare se poate serie sub forma; 


e(x,/)= 


д ехр(—їюуг)ехр(йсух)+] E) 


unde: E, - vectorul de polarizare, Ё, - amplitudinea complexă, М, - 


factorul de normare, 


Deoarece normarea undelor їп spaţiul infinit ridică unele probleme 


matematice, se recurge la un artificiu şi anume funcției de undă 
EXp(k, -x) i se impun condiții la limită periodice 


Câmpurile e(x,r) si b(x,:r) se cuantifică analog cu modul 
Prezentat mai sus, amplitudinile B, exp(- iont) ехр(іо г) 
exprimându-se prin operatorii b şi b* 


«(х)= У, Ei (bres, a)r; exp(- ik x) 
A А 229 V 


-vector se scrie: 


TLE il я y 
л 2550, V fr exp(k, -x)- ybi exp(-ik, -x)j 


ilor de comutare (41 
identice. 


In cap. VIII a fost formulată metoda de cuantificare а | 
radiaţiilor optice. S-au considerat ecuaţiile câmpului (ecuaţiile: 
iar câmpurile electric (e), respectiv magnetic (b) au fost dezvoltate. 
modurile de oscilație, de ex. câmpul electric s-a scris sub forma (VIII 


ex) хыны). 


unde u(x) se supune ecuațiilor câmpului clasic. Pe de altă parte 


amplitudinile b şi b* devin operatori, care se supun relațiilor de comutare 
(VIII 4.13). De asemenea a fost introdusă ecuația Schrödinger plecând de 
la expresia energiei câmpului total (densității de energie). 

Aceeaşi procedură poate fi dezvoltată pentru electroni si alte 
particule elementare. Din punct de vedere istoric, mai întâi au fost stabilite 
proprietățile electronului ca particulă şi ulterior au fost studiate 
proprietățile undelor electronice. Deoarece valoarea lungimii de undă a 
undelor electronice este foarte mică, acestea au fost puse în evidență 
atunci când a evoluat tehnica experimentală şi anume folosind tehnica йе 
difracție a undelor electronice pe rețeaua cristalină. 
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ча 


Ohice se 
treacă р 

descrie 
айе Ij 


In principiu, pentru cuantificarea câmpului undelor electr 
poate pleca de la caracterul ondulatoriu al acestora şi apoi să se 
particule, la fel ca în cazul radiațiilor optice. Ecuația care 


dl caracteristicele ondulatorii ale electronului este de forma еси, 
ad Schródinger: 


2 ағ 
ЭМ, 
2m J 


dt 


Considerând analogia câmpului radiațiilor optice cu cel al undelor 
electronice, se va efectua cuantificarea acestuia, urmărind etapele parcurse 
la cuantificarea câmpului radiațiilor optice. 


1. Procedura de cuantificare, 
О cale riguroasă pentru efectuarea cuantificării se bazează pe 
formarea lagrangeanului sistemului. Pentru а depă 


apelează la o metodă mai directă, folosind analogia 
ém. 


unele complicații se 
cu câmpul radiațiilor 


operator, геоло i e v ac c Ж 
(13) DE) Zaj și). 


(14) 


Pentru a obţine ecuaţia Schrödinger care descrie câmpul 
cuantificat al undelor electronice se pleacă de la expresia energiei totale, 


Mărimea care joacă rolul energiei câmpului este valoarea aşteptată a 
hamiltonianului conținut în relaţia (1.1); 
+0 
(8) - (ее) = рена 
(x) зе E 
Considerând relațiile (1.2,1.3,1.1) şi relația de ortonormare (1.4) se 


obţine 


H= [ Sala) А | j = 


x « 
ES» аа, | у(х) jo я 
Ж = i 
: ( 
Dacă se compară această expresie cu cea obünutà pentru 


campului em multimodal (VIII 4.12) 


| Бу). + 


( Se constată analogia acestora. De aceea se poate consi 


Pol deveni operatori care să descrie procesul de creer 
e electroni într-o stare dată j 


Acești operatori prezintà unele proprietăți foar 
1) Prin definiţie se introduce starea de vid «po cu proprietatea 
ajo =0. 


de valoarea indicelui j, 


corpuri (particule) In acest caz starea tote 
moduri de oscilație ale câmpului undelor ele 
care ocupă stările cuantice: jj, j2--, jy, este di 


(1.10) #= аа} at фу | 


| care este funcția proprie a ecuației эо (реги câmpul total: 
| (1.11) Bv = Epa Y, 


unde energia totală a câmpului este. 
(1.12) Ewa 7 Ej +Е + 


Funcţiile de undă (1.10) sunt ortonormate: 
раону. 
3) (t Vt) > Bia Bizar Sinka 


relaţia: 
1 


in particular pentru starea de vid, exi 


(1.14) (Фо 


ЇМТЕКАСТП 


САМР ЕМ-5 
1 Înteracuunea electron-câmp em 


In fizica clasică, în prezența câmpului em, mişcarea unei particule 


m5 -se +e(vxb) 


e coordonatele se vor nota cu: x = (x1, x3, x3)= (xy. 
Express intensității câmpului electric e(x,1) si a ind 
magnetic b(x, t) se poate obține din potentialul-scalar 


şi expresia (1.2) a hamiltonianului, 


dx; əfı ке TA 
@) E 2-69 +e] 


Relația (a) poate б scrisă şi sub forma: 2% = l(p -ea). 
а m 

dpj 1 да av 

e n Тое “ax: 

Relaţia (a), diferențiată faţă de timp si utilizând (b), conduce la: 

СЕЛИЛИ а) гу da; 

dà а di 9x,). Ox; af 


ie-e[- 


sau: 


1.3 == —“—е— 
CE, mai а (эх a “әх; 


La efectuarea diferențieri mărimii а faţă de timp, trebuie considerat faptul 


Cua a) daj ду 


că potențialul-vector depinde atât de coordonata spațială x dependentă de 
timp, cât şi direct de timp a = а[х(!), 1], prin urmare: 


da; „ai dal du 
а | OU Mas а. 
Dacă, de ex., se consideră: j = 1 (x, = x), ecuaţia (1.3) devine; 


а? Xy _ 


P 
= e] дах ах дау dy, да, dz да; ах да, dy да, dz 
Ox di Ox dt Ox di ох di 
да, _ ду 
е-е 
а Ox 


unde paranteza poate fi scrisă sub forma: 


ду а 


dy(90a, әл dz(8ay 29a, 
Е _ дах |_ $ 


й\ ôx ay di | oz 
dy dz 
Eu = (ух), 


iar ultimii doi termeni, conform (VIII 1.22), reprezintă: 


дх 


Oz й 


| 


procedura de cuantificare dezvoltată anterior este valabilă şi 
câmpului ет. Prin urmare operatorul hamilton va fi de юш 


(1.5) v-a] +Ў, 


unde: V = eV (energia potențială de interacțiune) у 
Pentru а evalua forma (1.5) а operatorului folosim irala 

potentialul-vector a poate fi ales astfel încît să îndeplinească, de ex. 

| condiţia de calibrare Coulomb ( V -a = 0). 

; Dacă expresia (1.5) a hamiltonianului se dezvoltă considerând-o ca 

un operator, în condiţiile calibrării Coloumb, se obține: 


2 2 
ii h T 
à într- He-I-Vi- fva S ay a a 
Ше se (16) gi 2mi к 2m 
rade Ж: S eh e^ 2 
E “=2ш^* VO ara Шош" м 
e 
i eh e 
ul (7а) — Hg 2-—a- vetat p, deoarece: p hy 
mi 
ulei, 
jai) j 


| 
Superpo 


E iei cámpului em, К 

complica Dacă se consideră hamiltonianul energiei câmp Xpresi, 

descrie st hamiltonianului total devine: 

: A V л - Hi H3. 

BEC ele ШЕ Hua = A V(x) X ho. bib; + Ht Ha 

forma 2m ^ 

3 ex " 
E Considerând relația (УШ 4.17), expresia operatorului hamilton H} ar | 
forma 
(semnul "д у 
à Ж: х), айїса: 
Preia rol а(х) = (+ ba ua ), ai 
E X | 200 

inducției сау Ro H -х(- 2 h (к bu )- v | 
Eo м E ті 20380‘ ' 


А 
Această formă а hamiltonianului reprezintă punctul de plecare pentru 
Studiul interacțiunii dintre o particulă şi câmpul em cuantificat. 


2. Interacțiunea dintre câmpul radiațiilor optice şi 
câmpul undelor electronice, 


Unele procese pot fi analizate dacă se utilizează form 
„Câmpului Cuantiticat al undelor electronice. In acest scop se pro 
ca la cuantificarea câmpului undelor electronice plecând de 


са o superpoziţie a ОШО de undă d: 


Ba ej = E; 9j; unde: Ba = E Ў(х) şi E; - energia proj 


stării j, iar: 
Ф(х)= Es e; (x). respectiv: Ф) = ES ej (x). 


Considerând aceste observaţii, precum si relația (T 1 Je зе obține: 


Q.28) Ra = УЕајар 
т: 

025) By 2^ Y, ajaxea, PUT +bi), 
Ajk 


= 
e 
unde: gj, = E225: 20, ejes 9n] (да 


In același mod se poate exprima, funcţii de operatori а*,а şi 
b*, b, şi operatorul A,» 

Intr-o serie de aplicaţii, dacă se foloseşte aproximația de dipol 
eleciric, termenul de interacţiune poate fi simplificat. In acest caz se 
obţine: 
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[2 а 


si 
| 
ut 
ca 3 Е 
а (2.3) Hah ajang p (bx -bi) 
er ХЖ 1 
intr т 20009 E 
ТЕЕ Е 
for unde: gia =-i J ua (xo)- ig. si 
(41 Y Vaos h 
3 3 
în = Јој ех), 
m " i" i, iar [ур - momentul de dipol at 
Xo = coordonata "centrului atomului, iar Шу - mome IPOl ataşat 
dia tranziției k = j 
induc 


Prin urmare analog cu teoria clasică în care hamiltonianul total 
Teprezintă o sumare a hamiltonianului electronilor, a câmpului şi a 
interacțiunilor mutuale, operatorul hamiltonian-total va fi de forma: 

Fota = На+й+ 


= câmpul undelor electronice + câmpul radia 


{Шог optice), | 
а numai Йй, 


аше este localizat), i 
adică radiaţiile optice pro 


iar ecuația Schrödinger se poate scrie sub forma: 


ља =ЙФ 


3. Reprezentarea interacțiunii. 


Vom analiza o metodă de calcul cu caracter general, în sensul că 
nu se limitează numai la interacțiunea dintre câmpul radiației optice şi 
substanță, ci se aplică si în alte cazuri, 


Considerăm ecuaţia Schrödinger, cu hamiltonianul descompus sub 
forma: 


ilu a2 OD ua SNR 
ui a 3.1) inen (fro Air Dron: 
n două Considerând mărimile Но şi Ĥ; са nişte numere (nu ca operatori) se 
ау), obține o ecuație diferențială pentru care se poate accepta o soluție de 
forma: 


Ф=0() (0), 
unde funcțiile U  Ф sunt funcţii de timp. Dacă ве calculează expresia 
ау) ац) = 90) 

Кы ә АЫ U(r) —-— 
G2) d ^ 4 RUPEE 
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Consideră сыл. 


Şi se introduce în (3.1) se obține relația: 


ПДФ) Roja) - EO 


5 a ecua 
Această relație este satisfăcută dacă mărimea U(/) este soluție a ecuaţiei 


di) 


dt 


220%) ) + aU() 


dU() ғ. 
—— = ——H9U(0), 
gr == ВоЦ(І) 
prin urmare trebuie să бе de forma: 
Êo ) 
З; = 1—01]. 
(3.3) U(t) eaf = 


In aceste condiții ecuația (3.1) se reduce Іа: 
29 
(3.4) faU(r)d() = ih ul) == 
Pentru a obține o ecuație pentru S(r) care EK prezinte forma ecuatiei 
oen se inmulteste relația (3.4) cu U(), deci: 


"ALU о și se notează: ПТ) йт) = В), 


Кыш 
Pentru а evalua expresia: ИС()ЙШ() este 
termenii: U”I(bU(4), s U^ (r)b*U()). In aces 
relatiile (VIII 1.33, 1.34): $ 
230 be 2b b — be^*, respectiv: Р] pte-abfi 
Dacă se notează a = iot, se obține: 
UDU = e2 bbi p e-iobtbr _ beet 
О = gio b*br Ъ? етв — ъ+. 07 
(Se observă că aceşti termeni depind de timp prin intermediul Iui Bi) 
Deci hamiltonianul in reprezentarea interacțiunii are forma: 
(1) 2 ийи t ү? beet +y b* ебі 


а Schródinge devine: 


do ( iat + „lor 
т аа) be +yb* еї 
Desi yb'e 


1.2 Interacțiunea câmpului em clasic cu 
istemul atomic cu două niveluri energetice, 


Слз. 


Operatori ce trebuie consideraţi sunt de tipul Fermi-Dirac, care se E 
Supun relaţiilor de comutare cunoscute Hamiltonianul sistemului p 
neperturbat are forma: 


Ĥo = Еүа{аү+ Ezaja5, 
iar operatorul interacțiunii cu câmpul extern este descrisă de relația 
Й, = (ваза + в'аўаз), 
unde funcţia g conține câmpul em extern. 
Expresia operatorului U(t) este de forma: 


РЕ E + 

Ои) = e|- 2 = ef- eai i Бара» ) А 
iar cea a hamiltonianului їп reprezentarea interacțiunii este: 
i(i) = и (уйи) = 


Eaj a+ Ejaja. 
Eai Ie ati AS 


E i +, 
Om Jef- psi ati | z 


\ y п 1 
Deci funcţia U(t) este de forma: 


) 


Deoarece operatori a şi b comută între ei, se poate evalua expr 
(U afa; bU) considerând factorizarea: U =U, 


аот Ооашр deci 
U lafa;bU = Ug'afagUg Uds bUcamp 


Folosind rezultatele de la cazurile precedente şi notând: o, = Sa Ej 


- frecvenţa tranziției, se obține ecuaţia Schrödinger in reprezentarea 


interacțiunii! 
© = {ватазЬ` exp[i(o — ®›)!]+в'аўауЬ* ехр[— (о — ә) + 


+ gajabexp|- (о + 05,)r] + g'ajajb* exp[i(o ton) 
Pe baza acestei ecuații se poate explica aproximafia undei 
rotitoare, care a fost folosită în cazul câmpurilor clasice. 
Apar două tipuri de funcții exponențiale: (2, -+c0h şi 
(02, —o)r. Dacă « este apropiat de оз) (cazul rezonanei), funcția 


exponential care conține termenul (05; + @)/ oscilează mult mai repede 
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M Considess,, ~ 


: oate neglij 
faţă de cea care conține termenul (021 = op, De aceea se P glija 


termenul care oscilează rapid, față de cel care oscilează leni ; { 
Pe baza acestor observaţii se poate descrie conținutul fizic al 
proceselor corespunzătoare. 


Termenul ce contine (аза) descrie anihilarea fotonului atunci 


când electronul este anihilat în starea 1, fiind creat în starea 2. Acest 


proces respectă legea conservării energiei exprimată prin relația: 
ДЕ = йо. 

Procesul invers їп care electronul este anihilat in starea 2 si creat în 
starea 1, simultan formându-se un foton în modul de oscilație, este descris 
de termenul: (aj ab") unde ( E,— E;)0). 

“Ceilalţi termeni: ага, si ajajb* descriu procese care din punct 


d 


fat Êm B 
iar ј = L2,-- marchează stările atomice (stările 
modurile câmpului. De asemene, în aproximația 
neglijeză termeni de forma: aj a;b şi ajajb^. 

D. Schródinger devine: i 


nfo- (Est a+ E22; Jo Zhor Кс 


+ AY (pat: икгай 
5 


s Joris (3) lose? 


Se identificá: Не = Еүатаү+ Езајаз+ 


iar resi 
Hi. In aceste condiţii operatorul U are forma; 


tul hamiltonianului se identifică cu hamiltonianul de interacțiune 


Eyajay+ Езајаз+ Уло biba 
О(г) = exp! a a E 
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Я В SOR 
Se folosesc relațiile de comutare între operatorii aj, respectiy a 


+ + 
Dub, respectiv bi, precum şi comutarea expresiilor: bf by. cu bib, 
pentru А * A'. pe această bază funcția U se poate factoriza sub forma 
unui produs de Operatori care pot comuta (Ug. я U,); 
U= Uau, U;,... Uy, . 
Deci se poate scrie: 
Hi) = 


EY [вата exp[i(o; — 92)!] + gaja5; exp[- (у, -en)) 
A 


4, Aproximatia de dipol electric. 


Interacțiunea dintre electroni şi câmpul radiației optice a fost 
analizată în două moduri: 


7 câmpul em a fost descris folosind Vectorul intensitate câmp 
MEUS 40 şi s-a introdus termenul energetic «(—ез), care 
k prezentă hamiltonianul interacțiunii, sau 


E ааа (= ы) ы 
Mk 


se poate transforma astfel încât să corespundă formei ex(- ex). 
Considerăm: | 


fuh 


Hag = Fer+ camp + Fir. 
Presupunem сй dependența de coordonatele spatiale a 
potentialului-vector este lentă față de ce a funcției de undă electronică. 


Aceasta permite să se scoată mărimea a în afara integralei, considerând 
valoarea ei în centrul sistemului atomic de coordonate ху: 


д е 3 h 

(41) p= 7x26) e" (pol) x, unde: ВУ 

Considerăm un sistem atomic cu două stări energetice, adică 
funcţiile de undă pot fi scrise sub forma 

" ay. Я 
Ф(х) = а(х) raz eor) si Ф\(х)=агоц(х)+а; ф(х) 
Dacă se calculează relaţia (4.1), apar expresii Че forma: 
Геј (х)ррка?х = pix 

Presupunem: ру =0 (momentul de dipol al sistemului atomic aflat în 
starea j este egal cu zero), deşi aproximafia este bună chiar dacă nu este 


îndeplinită această condiție. In aceste condiţii relația (4.1) devine: 


өзу fiy -- [ара star ta (o) | 
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In continuare se introduce reprezentarea interacțiunii, considerâng 
identificările: 


Ho => A+ Da + respectiv: Hy =Й, 
iar funcția U(t) devine 


H, 
Ши) = enf- 27) 
Dacă se foloseşte această funcţie, mărimea a(xo) se transformă in. 
U(Da(xo)u() = a(xo.£), 
1) poate fi descompusă în două părți corespunzătoare 
frecvențelor Pozitive şi negative: 


63) a(xo,1) =a xo, 1) ао, 
unde aant), respectiv 
Operatorilor de creere şi anihilare: 
а(х) = ba ехр(— io» 1), respectiv: 
а©(хы)— bi exp(io41). (o negativ, deci apare +), 
iar mărimea | iu) se transformă in: 


iar mărimea a(xo, 


aC) (ко) reprezintă — superpozitia. 


rezonantei, neglijând termenii de antirezon: ă), se А0 
a) В = -e[io; aC едх (еза, + сод]. Bu] 
Pentru a ajunge la scopul propus, se acceptă că atât în teoria clasică cát şi 
în reprezentarea interacțiunii se menţine relația; 

_ &(x.1) 


ы)= , 


ôt 
unde a este dat de forma (4.3). La rezonanță: à; = 02). contribuția 


esențială în relația (4.7) aparține termenilor pentru care există relația: 
aal (cost 1) 
Emo 
Această presupunere conduce la unele implicaţii ce pot fi analizate 

dacá op 


(4.8) e(x,1)=- = iio ya (хо) 


torii bj si bj se consideră ca nişte amplitudini clasice 


dependente de timp, notate cu B; (r) si B; (r). Condiţia (4.8) conduce la 


ipoteza că mărimile Bi(r) si P(r) variază lent faţă de factorul 
exponential ехр(— i& 1), respectiv exp(/o; t). Ipoteza poate fi aplicată 
şi operatorilor b; respectiv bł, când se utilizează reprezentarea 


Heisenberg. Ipoteza "variaţiei lente" se poate considera că este îndeplinită 


aproape în toate cazurile, In experiențele în care se folosesc pulsuri laser 
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foarte scurte, precum si în cazul proceselor miulfifotonice reale зац 
virtuale valabilitatea ipotezei trebuie analizată în condiţiile concrete. 
In condițiile relației (4.8) se poate scrie 


СОЕ: ЧЕ =) (аза) «(х,аз (а ѓаз), 


unde s-a notat: 15 TeXy. 


Dacă in relaţia Hj; se consideră expresiile iniţiale: 


х V 20 
Şi se revine la reprezentarea Schródinger, se ajunge la ex; 


xpresia lui: 


Ни = Ааа s (o; bi) 


= > {ва азы expli(o о) giainb, epf- io, о 


k A Ere 1 
unde: gj кет== 355,5, 1i Gus). peo) 


Dacă interacțiunea are loc în limitele 0<т<{, rezultatul — 
integrării ecuației diferențiale (5.1) este: 


X - z 
a E 
(5.2) (t) = (0) - (3) OCOLA 
0 
unde Ф(о) descrie starea sistemului cuantic la momentul inițial 
Pentru a stabili expresia funcției de undă dX!) se foloseşte 
metoda perturbaţiilor. Conform acestei metode, mărimea Ф(т) de sub 
integrală se aproximează prin Ф(0), obținându-se funcția înbunătăţită de 
ordinul întâi bU (1) de forma : 
At 
za = Ene 
c» &()-à()« ()/а бо). 
0 


In continuare va fi folosită relația (5.3). 


-235- 


5.1 Emisie spontană. 


Pentru а analiza din punct de vedere cuantic fenomenul de emisie 
Spontană se consideră sistemul total constituit dintr-un electron şi câmpul 
radiaţiilor optice, In starea iniţială electronul se află pe nivelul energetie 
superior, iar în modurile de oscilație ale câmpului em nu este prezent nici 
un foton. Funcţia de undă ce descrie starea electronului are forma 
649 E $0) = aj Фо, 
unde Ф reprezintă funcția de undă a stării de vaacum (lipsă de fo 


i) 
Pentru a calcula expresia (5.3), în aceasta se introduc relațiile (52) 
şi (5.4). Ca rezultat, în expresia (5.3) se obțin termeni de forma 
аўаЬуа2 Ф şi afajbfaf de 


Deoarece Б, comuti cu aj (din relația de comutare; 


+ 
85b, за? =0, rezultă 25b, —bia7), iar b Фо =0 (modurile 
câmpului em nu sunt Ocupate de fotoni), primul termen se anulează: 

(5.5 а) а2аЬуа2 Фу = а2ауа3Ъ, Фу =0 


Pentru a calcula cel de al doilea 


> 


termen se foloseşte relația de 


- starea finală: electron în starea de bază + 
oscilație al câmpului em. 

Pătratul coeficientului funcţiei de undă normate: : ibt Ф а, cărei 
expresie este de forma: 


П — expli(o5 —o: )г 

2 А 7012 

(5.7) leal Eae он) 
lox -onf 

reprezintă probabilitatea de a stabili prezența unui foton întrun mod de 


oscilație A şi a unui electron în starea energetică de bază. 

ii rezonante închise sunt de ordinul de 
mărime a lungimii de undă atașată fotonului (adică există un singur mod 
de о: 
proces şi un mod de oscilaţii A. al cav 


Dacă dimensiunile cavi 


ilatie), atunci are sens corespondența dintre fotonul obținut în acest 


i. Dacă nu este realizată această 


condiție, atunci domeniul spectral de definiție a câmpului em este definit 
printr-un număr finit de moduri de oscilație şi se poate scrie; 

í ү? 
(5.7) 1— exp(jAe t) 


care, diferențiată față de timp, conduce la expresia probabilității tranziției 
raportată la unitatea de timp 


(5.8) Р-У] 


unde: Ao, = 05 ~ 012. 


S-a obținut о relație КО сү (ш 2. Yi 
d 2 1 2 2sin[(m; -o7 Xl- — lí 
—(d; (t. )=-т EA |^ — 5712 AE -A 
sai 20 n? zi a 032 — 05. 
obținută anterior, când s-a considerat expresia clasică a câmpului елт. 
Dacă distribuția modurilor de oscilaţii este continuă, suma din 
expresia (5.8), se înlocuieşte printr-o integrală şi se foloseşte relația: 
;. Sino 
Шы head 75(0), 
bo б 
unde + reprezintă durata timpului de interacțiune. Aspectul grafic al 


dependenței de frecvență a funcției nor pentru о durată dată a 
[2] 


interacțiunii a fost analizată în prg. III 2.2.1 şi prezentată in fig. 5 a,b. 
Maximul acestei funcţii, (deoarece este normată, апа figurii este 
“independentă de timp) tinde la infinit când / tinde la zero. 
ih. Functionala-8 a lui Dirac este definită de proprietăţile: 
о) =0 pentru œ + 0 
+E 
1 &(o)do =1 pentru Е)0 arbitrar ` 
=e 


4 functionala- se obține: 
=] ao, — 09). 


тезаш ее de la ша аа Oi alo Gai 
realizează conform relației: 


m. eL. [aa 
| K^ us) 
jar relatia (5.9) se scrie sub forma: 
P(dQ)- a), dQ— 
(5.10) e? эш. 


Bru esset x- expla, - x) «муѓ do 


unde, ck} 97912 iar a, reprezintă coeficientul Einstein diferențial 
pentru emisie spontană, pentru o polarizare € dată, în unghiul solid dO. 
In limitele aproximatiei de dipol electric relaţia (5.10) se simplifică 


sub forma: 3 
o = HE 

m G.10) р(ао)= so M ао, 
ее 

unde uai =е[2(х)х (х)4У si pa =imozi x. 

Probabilitatea tranziției totale pentru emisia unui foton se obține 

integrând pe dO şi sumând pe cele două direcţii de polarizare: 

Bj 3 à 
iar: Р=— 

"rei 


unde: т - timpul mediu de viață al stării superioare. 
5.2 Emisia stimulată 


Considerăm că într-un mod de oscilații dat Ло al câmpului ет 
există un număr n de fotoni, iar electronul ocupă starea energetică 
Superioară j = 2, 


Starea inițială a sistemului total este descrisă de funcţia de undă 
normală, 


О diet 
(5.11) о(о) = sio.) Фу 
Dacă relația (5.11) se introduce în relaţia (3), rezultă că apar două tipuri 


de stări finale, funcţie de faptul dacă indicile A din sumă este egal sau 
diferit de indicile Xo al modului considerat. 


1 n 
3 А2, mle) bf ds, 
care descrie faptul cá un foton a fost emis în mod spontan într-un mod de 


oscilații А. a! câmpului em; 


n+l 


ml) Фу, 


de 


ie nu mai apare s 
a evalua funcțion 


iniţială a câmpului em sb torul 0» să 


pachetul de unde constituit din unde armonice plane, dispuse în doi 
(Aky,Ak,,Ak;) şi a căror frecvențe sunt cuprinse în do 


undă rormată este: 


= 1 1 E 
5.14 (0) - ——— (5) Фо. 
(5.14) (0) 3M Taz (Ык) Фо 
(n - numărul de fotoni dintr-un mod de oscilatie) 
iar probabilitatea emisii stimulate devine: 


5 n VES Y 

C i3) Fa =2л т exl 0р ex), 
АК 

Deoarece М reprezintă un număr întreg se poate considera. 


М=тутут,, iar: Ak; = , unde: L - dimensiunea cavității 


normate. 


y Aky Ak, —— X тк AkdQ. 
(х)? 


Trecând de la sumă la integrală, expresia probabilității tranziției prin 
emisie stimulată a fotonului în unghiul solid dO, devine: 
(5.16) 
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Pa (d9)= 


" ga vl ао 
S Ren loi(eXe-p)exolia, у> (4| 
йу m? V Додо 


= peltorz,do)b) e do : 
[fet Xe -pJexo(, “pa e) V 


2 
I uid 
unde: bj, = — — — | 
i op so m? 


Teprezintă coeficientul diferenţial al lui Einstein pentru Me mes 
a fotonilor în unghiul solid dO, polarizati după direcția versorului = 
i nho intă densitatea de energie a 
Mi : s = ‚ reprezintă densi 
ărimea: р, (072 ао) ОЛУГУ | { 
câmpului ет considerat, adică energia totală a celor n fotoni, calculată pe 
unitate de interval de frecvență, de unghi solid şi de volum. | 
In aproximaţia de dipol electric, probabilitatea diferențială a 
tranzitiei stimulate devine: 
1 
(EB) (d) = p.01, 40) b]. do, 
> nio ЖЕ n 
915,dQ) = şi bj.- 
Pe(or2,d0) SÜRES I 
Să comparăm rata procesului de emisie spontană cu cea a 


ui de emisie stimulată. Raportul ratelor celor două tipuri de 
este: 


É-ünf". 


оу. 


prin urmare raportul ratelor acestor procese 
de fotoni din domeniul spectral considerat. 


5.3 Fenomenul de absorbție. 


Calculul probabilității de tranziţie (Pis) a sistemului atomic ce 
trece din starea fundamentală într-o stare excitată prin absorbția unui 
foton a unui pachet de unde саге se propagă în unghiul solid dC, se 
efectuează analog cu cel pentru emisia stimulată. Spre deosebire de cazul 
anterior diferența constă in faptul că se pleacă de la starea fundamentală în 
loc de starea excitată. Se obține 
(5.20) Р = Pe (012,20), de, 
unde bi, = bl e, adică coeficientul lui Einstein pentru absorbție, este 
egal cu cel pentru emisie stimulată, Rata procesului de absorbție oste 
proporțională cu densitatea de energie (pe) a radiaţiei incidente, Pentru a 
obține coeficientul de absorbție ct, se introduce intensitatea spectrală a 
fluxului de energie: 


(а) = pe (ip. d2)c d2 (fux energiclunitate de m timp), 


bi 
(5.21) Pas = Ilo, 25 
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Descreşterea numărului n de fotoni într-o secundă M 
d si atomic. Dacă з 
probabilitatea de absorbție (Pus) pentru un sistem atomi unt 


prezenţi N atomi atunci 
k- а SE 
Considerăm: (о) = GM unde Ж = : (densitatea de fotoni) 


D ао) 
di 


sau considerând: а! = po se obține; 
c 
дф) 


5 =-Қо)о, 


reprezintă coeficientul de absorbție. 


b? 
unde: a = le Nho 
с VAo 
Deoarece Pes și Poimulat au roluri simetric-opuse, se poate scrie 


O relație generală pentru un ansamblu de sisteme care nu interacționează, 
dar în care s-a realizat inversia de populaţie, 


Proprietăţile de coerenţă ale radiaţiei creată prin emisie 


procesului de emisie de radiație cât şi în multe aplicaţii practice 

neliniară este necesar să se analizeze procese în care sunt implicaţi doi Sau 
mai multi fotoni. Pentru a realiza о analiză calitativ, iar în unele cazuri 
chiar cantitativă este necesar să se folosească teoria perturbatillor de ordin 


superior. In acest caz, folosind metoda diagramelor Feynman, se poate, 


obţine un tablou general al proceselor posibile. De aceea, în continuare 


vor fi analizate ideile de bază ale metodei diagramelor Feynman, 
1. Emisia spontană a unui foton 


Acest proces este descris de o funcţie de undă de forts (X 5.6): 


Реліг 


sutea realiza corelarea cu materialul prezentat anterior, 
recomandă a se analiza conținutul cap. IV. 
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ОЕ. 1 ео ounze Фо. 
y 9 — Фу 
care poate fi interpretată in modul următor 
Starea inițială a sistemului cuantic total: un electron ocupă starea 
superioară 2 a sistemului atomic, iar în modurile câmpului em nu este 
prezent nici un foton; 

Datorită interacțiunii cu câmpul electronic sistemul este transferat 

în 

Starea finală a sistemului cuantic total în care electronul se айа in 
starea inferioară şi este creat un foton caracterizat prin vectorul de undă 
kA , (se obține un foton într-un mod de oscilație a câmpului ет). 

Procesul poate fi interpretat cu ajutorul unei diagrame, care 
trebuie citită de la dreapia spre stinga, şi anume; electronul incident se 
reprezintă printr-o linie plină cu o săgeată care fixează vârful spre stânga. 
Momentul interacțiunii electronului cu câmpul fotonic se indică printr-un 
punc (vertex), electronul emergent după interacțiune se reprezintă tot 


(1.2) 


Indic 


unde 


fotonul emergent: 
vertex (interacpunea): e 
unde s-a notat: Еу =E;/h т=п ду 


Pls 
Moi 


Functiile particulare se multiplicà considerând succesiunea 
proceselor, iar produsul se integrează pe durata interacțiunii 0 S v st. 
Acest procedeu conduce la expresia coeficientul c(t): 


ехе, -82 *05)t|-! 


(13) С() = -&x GEHEN 


2 Emisia stimulată a unui foton 


emisie stimulată este reprezentat în diagrama din fig. 


Procesul de 
26. iar indicaţiile pentru calcul sunt următoarele: 
| 
| unda electronică incidentă $e exp(=ieot), 
1 
| unda electronică emergentă: <@ exp(ieut), 
(n) 
n fotoni incidenti: 9 e ex(-inu;,). 
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Xo(n*l) 
(n1) fotoni emergenti += 


vertex (interacțiunea) 8 


Coeficientii corespunzători dezvoltării funcțiilor de undă funcție de stările 


electronilor şi ale fotonilor, se obțin inmulfind funcţiile particulare şi 
integrând produsul acestora pe durata interacțiunii. 

lu cele prezentate s-au analizat regulele pentru calcularea 
coeficienţilor dependenți de timp, unde variabila timp este considerată 
separat faţă de coordonata spațială. Se pot obţine reguli pentru diagramele 
кш considerând variabilele spațiu si timp într-un mod simetric, la fel 

in teoria relativității (De fapt diagramele Feynman originale sunt 
se punct de vedere relativist). Dar rezultatele cele mai 


pin evidențiate cu ajutorul diagramelor Feynman dependente 


he 
Ordin 2 


ШЕ 
Ga) 


în partea dreaptă a relației (3.1) se foloseşte funcția de undă а 
inițiale, se aplică operaţiile corespunzătoare, după care se integrează. 
Ре baza unui exemplu se vor analiza operațiile din partea di 
| Pentru operatorul Hi, se foloseşte hamiltonianul interacțiunii atom-ċâmp а 
Jn ultimul termen operatorul Êi trebuie aplicat două ori în mod succesiv T К 


stării iniţiale. Considerăm starea iniţială şi vom analiza пшлап procesele 
virmale, pentru care este îndeplinită condiția: £, —5, 7 cp. Stam 


| iniţială este descrisă de funcția de undă: аў Фу. Dach acestei stări i se 


aplică operatorul interacțiunii Й. (с) se obține termenul de forma (X 515 


= bțataz:aj Фр biai Po, 


e procesul prezentat în fig. 25 


tui rezultat, la momentul temporal 15. i se aplică operatorul 
Fi (22). Ca rezultat араг termenii 


bțaj ap:biai Фо Si b;ajajibiay Фо 


Primul termen est 
+ END = 
һ;ата;:һуа1 Фо = 


deoarece: az Do =0 


Al doilea termen conduce la 


Кы, i + pu = аїа|(1 
Баја ја Dy аја, Ьа Фу = ајац( 
А 


abia b; Фо = аз Фо 


= аўауаү Фо -ajajb;b;aj by = aj Фу + 
deoarece: Ьу Фу = 0 


осе: 1 а á ti fe: prima 
Rezultă că operația totală descrie un proces in două trep па 


tronului 


treaptă descrie emisia unui foton secundar însoțită de trec 
й ü a fotonului secundar 
în starea inferioară, iar cea de a doua absorbția fotonu 

б însoţită cerea  eleci lui in starea 
(reabsorbtia fotonului) însoţită de trecerea electronulu a 


superioară, deci revenirea la starea inițială аў Фо 


Acţiunea succesivă a d 


uà interacțiuni, descri 
momentul T}, respectiv т,, se reprezintă prin diagrama (fig. 2 


Fig. 27 
Corespunzător schemei de mai Sus se poate realiza următorul 
tabel: 
Vertex 1: 
electron liber incident exp(- ieyt) 
emisia unui foton -igy 


propagarea electronului și fotonului 


în intervalul de la т. la t3 ехр[— (s to; =u) 
vertex 24 


absorbția fotonului 


Е Б 


Se 


Ta 
(4) -ig; du expl 5 + Ja]. 
0 


unde integrarea se realizează după variabila тү în limitele 0-75. 
această operaţie se efectuează sumarea după X (modurile de oscilație), in 
vertexul al doilea acest factor prezinte importanță în bamiltonianul 
interacțiunii FI, (x2 ) , care descrie procesul de absorbție 

In al doilea vertex, folosind funcţiile de undă particulare prezentate 
în acelaşi tabel. se obține 


t 
-ig; [ds expfife2 - (5i x)]a]. 
D 


unde s-a considerat acelaşi mod de oscilaţii A. (același vector de undă К), 


deoarece interacționează același foton. 
Ре baza acestor expresii, formă explicită a coeficientului Сг (0) 


este: 
G.5) 
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t 
с, (0) = [dt ехр(ієзто)х | 


0 


ў Са) 
Betis exp[- ile: + oa Yea = m-ig, expl- вл | 
A 0° 
unde timpurile de integrare îndeplinesc condiția 0< i 


<t, st, iar 


sumarea este extinsă ia modurile de oscilații 
După integrarea pr variabila v, se obține: 


09. 20-х? -i 20809 


(єз & ®у,) f 
Primul termen de sub integrală conduce la un termen proporțional 
cu mărimea duratei timpului de interacțiune. Functia exponențială conduce 
1а un termen oscilant în timp. Pentru intervale de timp suficient de mari, 
prezintă importanță numai termenii proportionali cu intervalul de timp t, 
deci termenul oscilant se poate neglija. Ca rezultat se obține 


1) = -itAe, unde: As = Y; ы_ 

îi Lolita i 

iei de undă a stării finale a sistemului este: 
Ф(0) - (1-itAs)aj Фу. 


deoarece anterior s-a stabilit că: 
- UažU™ = aj exp(-iezt) si Ud = Фе (starea de vid). 


Comparând acest rezultat cu soluția staționară а ecuației 
Schrödinger care conţine operatorul hamiltonian total: H, = Hot Hy. 


E " 
unde: Ф(/) = ex(- "s ) Фо, se poate considera că: 
(3.9) E = =) +ħAs. 
Prin urmare mărimea АЛ reprezintă o deplasare a energiei electronului 


care se află în starea 2. In cadrul teoriei perturbatiei de ordinul 2, 
deplasarea este dată de relația: 


2 
(3.10) ARS z ant 
os 
Deplasarea energiei este determinată de emisia fotonului urmată de 
reabsorbtia lui imediată. Deoarece în starea intermediară în care este 


prezent fotonul nu are loc conservarea energiei, procesul corespunzător 
reprezintă un proces virtual de emisie a fotonului 
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ТЕ P 


ctron legat în atom care 


їп analiza prezentată s-a considerat un ele ES 
ate fi efectuatá їп cazul 


poate să ocupe stările 1 sau 2. Aceeaşi analiză po: 


i i à de cazul prezen 
electronilor liberi caracterizati prin impulsul р. Faţă de с: р! : ; 
а în starea intermediară trebuie 


at mai 


sus, generalizarea constă în faptul ci 


i i conform cu 
realizată sumarea asupra tuturor vectorilor р а) electronului 


legea conservării impulsului 
P= Pinipial + AK 


unde ЛК - impulsul fotonului. In acest caz deplasarea ener 
p? şi este cunoscută sub denumirea de se/f-energie. 
Să analizăm semnificaţie dependenței lui р de As 


giei depinde de 


Pentru un 


electron liber, energia lui depinde de impuls sub forma: 


Ер = BEP unde: p = Piniţial > T - masa electronului, 
m 


8 
iar variaţia energiei este: АЕ = hAs = AEg- Cp^, unde SEI: 
m 


6 fiind o mărime foarte mică. 


Din aceste relații se obține: 
p» 


emisie virtuală se modifică masa electronului. 
giei proprii şi a masei sunt efecte observabile, 


Fig. 28 


In continuare este schitatá teoria perturbațiilor de ordin arbitrar, 
Să considerăm expresia exactă a funcției de undă: 


E E. LE ec 

à() -à() +2 (да 
o 

Această ecuație integrală se rezolvă prin procedura de iteratie. In această 


procedură expresia funcției de undă în aproximatia de ordinul л se 
determină introducând în partea pu к de ordinul (n -1). 


| eim = ao), [Fus (ы), 


In aproximatia de ordin zero, această relaţie devine 
zu = 
a”) = Ф(0) = Ф(0) 
Scopul constă in a exprima aproximatia de ordinul п, prin intermediul 


funcţiei de undă Ф(0). De aceea se exprimă DË) prin Ф070), фі") 


| prin 0-2). зала De ex dacă se consideră n = 1 şi n 2, pentru a 
obține DË) se introduce cb) în ecuaţia de mai sus, si se obtine starea, 

| -255 - 

| 

| 


Mt E. P n. E. 
S So) (3) Tr) Haa) [936090 
E^. o 0 
Din acest exemplu se vede că fiecare pas implică un termen adițional. 
Pentru aproximația de ordinul n se poate serie: 


(3.12) 
du = (0) + 


D je f ta): [цч (o) 
vzl 

Problema găsirii expresiei funcției de undă Ф Ф0 зе reduce la 

evaluarea relaţiei (3,12) care conţine un număr foarte mare de procese 


diferite în care sunt implicate procese de absorbție şi emisie de fotoni. 


ба analizăm următorul proces. Considerăm o succesiune de 
virtuală şi de absorbție, de ex. corespunzător lui v=8 


A 


Е 


Electronul emergent 
Fotonul emergent 


Factorul care apare în vertexul 1 se. obține inmultind aceste 
(3.14) exp(i^; t), unde: Aj =£] —2 ғо), 
identificând variabila x cu ту si integrând pe intervalul 0 laty 


ji Аут2)-1 
(3.15) [а ерут) = ЕЕ 
i, 


0 


In vertexul 2, procesul opus se evidenţiază introducünc factorul 
(3.16) expl- i315) 


In acest vertex se inmulteste expresia (3.15) cu (3. 16) şi să se integreze 
după variabila тз 

0 A 
3.17) — [ dt» ехр(їА›т»)[ехр(їАүт;) — 1] = 22 
: iA; l | ( | i^, 


In relația (3.17) şi in următoarele se neglijează termeni! oscilanfi deoarece 
€i devin neesenpali pentru timpuri mari de interacțiune. 


In următorul vertex, rezultatul obținut se multiplică cu Factorul de 
forma (3.14), unde т = t; si se integrează: 
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22 
n za [exp : 
(318) —— [тту exp(rA273) = Asta 
AU А x у, condi 
Inmultind (3.18) cu factorul corespunzător vertexului 4 (3.16) şi integrând 
se obține: n. 
" Xp(iA514) - 1 2 dod 
CENTS ЕЕ: зка 
" iiA; 2 dA, iA; utiliz 
Repetând acelaşi procedeu, după ultima integrare se obține: fig, 3 
? г; 
E ча[ор) ^ 1] : = Po 


Ac exp(- i^g) S 
Аил. 31iAiAziA3 
(3.19) 0 S 1 : 
- 4 
ый t 
ANA AziAsi Ag 
funcției de undă corespunzătoare diagramei prezentată în fig. 
Care conţine 4 procese de emisie virtuală, folosind relaţiile (3.13) şi 
19), are forma; 


completă Si) se compune din contribuţii de diferite 
are. Aceste contribuții 


In diagrama din fig. 30 este prezentat procesul unic de emisie 


virtuală şi reabsorbtie a doi fotoni, proces ce contribuie la "self-energia" 


A 


electronului. 


2 1 


2 1 2 


succesiunea 


d In fig, 31 este prezentat același proces ca în fig. 30, dar 
proceselor de reabsorbtie a doi fotoni este modificată. j 

Deplasarea totală a energiei se obține sumând toate contribuțiile 
care au fost legate de diagrame. 


DISIPĂRI SI FLUCTUATII IN OPTICA CU/ 


1. Fluctuatiile şi amortizarea mărimilor clasice; 
ecuaţia Langevin şi ecuația Fokker-Planck. ` 


La început vor fi analizate câteva probleme care par a m avea 
nimic comun cu optica cuantică. Aceste idei şi metode au fost introduse 
în optica cuantică relativ târziu, dar s-au dovedit absolut necesare la 
analiza multor fenomene din fizica laserilor şi optică neliniară. 

Să analizăm mișcarea browniană. Se ştie că viteza unei particule 
imersatá într-un fluid se micşorează datorită unor forțe proporționale cu 
viteza acesteia. Traiectoria particulei observată sub microscop are formă 
de zig-zag, fenomen remarcat de către Brown. Particula este împinsă 
brusc şi în mod aleator de către particulele de dimensiuni mai mici 
constituiente ale lichidului. Să descriem acest proces dintr-un punct de 
vedere mai abstract. In acest caz avem de analizat comportarea unui 


Conţinutul acestui capitol este corelat cu cel prezentat їп: 
Gh. Singurel, "Fizica laserilor - partea I", prg. V 2. "Interacțiunea 
câmpului em al RCN cu ansamblul de sisteme atomice” 
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(particula), care este cuplat си un rezervor termic (си о baie 
ică - lichidul). Cuplajul cu rezervorul termic are două efecte: 
a) - micşorează deplasarea medie a particulei şi, 

b) - simultan cu acest efect determină fluctuații statistice 
Situaţii asemănătoare se întâlnesc şi în 1 opticii cuantice. 
Sistemele atomice, respectiv câmpul radiațiilor optice nu reprezintă 
sisteme izolate. De ex, atomii de dopaj ai unci rețele cristaline 
interacționează tot timpul cu vibraţiile rețelei. Atomii unui gaz sunt 


ionează în mod continuu cu pereţii acesteia, care reprezintă un 
termic pentru acest că Din aceste exemple rezultă că 
de rezervor termic joacă un го! important atât pentru sistemele 
mai sus cât şi pentru cele ce vor fi considerate în continuare 
acestei noțiuni se remarcă în teoria laserilor si în problemele 


Viteza v(t). Mişcarea particulei sub acțiunea 


ш 2 
mărimea măsoară intensitatea unei acțiuni, iar s 
indică sensul acțiunii la momentul £. Funcţia Fo(t) este rep 
fig. 32. Momentul interacțiunilor 1j formează un şir cu o. 
aleatoare. In acest şir presupunem că acțiunile de la stânga, re 
dreapta apar cu frecvență egală, deci pentru media în timp a mărimii 
Fo(t) se obține: 

аз) (50) =0. 
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odusul mărimii 
corelaţie a forțelor stocastice (1.3), care se exprimă prin produsi 


funcția de 
In legătură cu această problemă este necesar să se cunoască 
rite, mediat pe toate acțiunile prea 


forței considerate la două momente dife! 
(4) (љоњи) = ү» 


reprezintă о măsură a intensității 


unde constanta C, proporțională cu o? d 
acțiunilor. 

Se poate scrie ecuația Newton pentru mișcarea browniană, 
deoarece se cunoaşte expresia termenilor constantei k( 1) 


dwt dvi 
0.5 m^... v). n () зш © 


unde s-a notat: y —yo/m şi F()=Fo(7)/m 
In aceste condiții expresiile funcțiilor de corelație devi у 


(Е) =0 si (PFG) = Q84 -r') 


de Q reprezintă o măsură a intensității fluctuațiilor. 

Soluția ecuației (1.5) este de forma: 
t 

у() = fef- y(t- т)]к(т)х + v0) exp(- yt), 

1 9 

- reprezintă viteza particulei la / — 0. Dacă intervalul 


e urmărire a fenomenului, fati de inversu! constantei de 
suficient de mare, ultimul termen din expresia n 


ш ie curete ОШ 
Relativ la durata corelației, aceasta poate fi 


suficient de mare, la momentul / particula nu mai are informaţii 
Viteza de la momentul /, deoarece în acest interval de timp ea 
'supusă la foarte multe ciocniri. In acest caz vitezele la momentele / şi “ 
devin statistic independente iar, conform regulelor de bază ale calculului 
din teoria probabilităților, expresia se scrie sub forma produsului: 


(19) (voy vir) 


Pe de altă parte s-a arătat că pentru / — co, v(! 


— 0, deci pentru 
diferente mari de timp, relația (1.9) mu are sens, adică пи mai există 
corelație. Prin urm 


când se trece de la i = t’ la / — 1' — co trebuie să 


existe o tranziţie continuă a funcţiei de corelație. 


Să analizăm aceasta trecere mai deiaiat, În acest scop se 
ile (1.7) unde, pentru 
intervale A/ suficient de mari, se neglijează termenul al doilea: 

(1.10) 


(мом) = (f 


formeză funcţia de corelaţie (1.9), folosind soh 


jan [- yle —+Е(х©йсехр[-ү('— ow) 
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pot inversa parantezele cu timpul de integrare“ 
tU 
[ехи- ylite - i-a) EG)FG ae 
00 


ln această expresie se poate utiliza relația (1.7). Deoarece apare 
funcționala-6, integrantul de sub integrala dublă poate fi înlocuit cu o 
singură bu Pentru cazul f)!" se obţine: 


rar) ojesi ream 
E... j- expl ve) 


Considerăm. cs in care ponte t şi sunt atât de mari, încât 
îndeplinesc condiția ter), iar diferența lor îndeplineşte condiţia: 


| гыл: 
М nsise 
4 


Deoarece medierea asupra pulsurilor пи implică timpul de integrare se 


“1 


Рв 


орт 8 


In continuare vom deduce o relaţie care permite 

a factorului Q (care reprezintă o măsură a intensității р! з 

relația (1.12) se consideră (I =17) şi se inmulfegte cu m/2, 

stângă a acesteia se obține energia cinetică medie a particulei. | 

legii fundamentale a termodinamicii, se poate considera că p nicula 
află în echilibru termic cu rezervorul termic. Energia 
corespunzătoare unui singur grad de libertate la echilibrul termic la 


temperatura T este kT/2, adică зе obține: ШК Ms. ES 
urmare: 

B .2Y kT 
(лз) AS 


ar conform definiției, Q reprezintă o măsură a mărimii fluctuaţiilor. Pe 
de E parte mărimea y este О măsură a amortizării, sau cu alte cuvinte, а 
disipări (datorită amortizării, energia cinetică este disipată). 

Relaţia (1.13) reprezintă un exemplu al teoremei de fluctuagie- А: 
disipatie. Mărimea Muctuaţiilor este proporțională cu mărimea 
disipării. Importanță relaţiei este determinată de faptul că ea permite 
calculul mărimii fluctuafillor cunoscând mărimea disipării. Ecuația (1 5) 
este cunoscută sub denumirea de ecuaţia Langevin. Această ecuație, 
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precum şi generalizata ei cuantică, are un rol fundamental în teoria 


laserilor UL. 
Alături de descrierea mişcării browniene prin intermediul ecuaţie 
Langevin, există o aproximație secundară саге este dată de ecuația un 
Fokker-Planck, Ideea de bază a ecuaţiei Fokker-Planck este următoarea (. 
Să ne imaginăm un număr mare de experienţe identice in care, la @ 
fiecare moment, © particulă de masă m este supusă mişcării browniene 1 


[а un moment f în fiecare experiment, se poate măsura viteza 
particulelor. Considerând rezultatele tuturor experimentelor să calculăm 
numărul N(v)d v al particulelor care au viteza cuprinsă în intervalul de 
viteze v=v+dyv. Se obţine o funcţie de distribuție N(v) care contine 
informații asupra frecvenței situaţiei când particulele au viteza v. Pe baza 
teoriei probabilităților se poate calcula distribuția probabilității normánd 
funcţia de distribuţie М(у) la unitate, Pentru aceasta se introduce o 
Ee (v); proporțională eu N(v), care îndeplineşte condiția: 


EI 


care reprezintă funcţia de distribuție Maxwell 
particulelor aflate în echilibrul termic cu rezervorul 


Cele prezentate pot fi generalizate sub diferite aspecte De ex. să 

ce o analizăm ecuația Langevin care conține o forță cu caracter general, jar 
viteza va fi înlocuită cu o variabilă generală q. Ecuația Langevin 
corespunzătoare, care contine o forță generală dar determinata К va fi: 


(1.17) а-қ) +0), 


la să (1) este o forță supusă fluctuațiilor cu proprietatea (1.6). Моша 
obține ecuația Fokker-Planck corespunzátoare, este necesar 
Парі (г) să бе gaussiană. Cu această observație ecuaţia Fokker- 
ш | iată ecuației Langevin, este: 
GACH 8K(a) < 
| (1.18) ә) _ + д 
| а да 
| a cărei soluție în starea staţionară este de forma (ai 
ll de | Д 
(119) 6.(9) = , | 
| 
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к” 


unde Q este o constantă independentă de q şi timp. Ecuația Fokker- 


Planck (1.18) dependentă de timp, nu poate fi rezolvată în mod cos bó 
aşa cum s-a procedat în cazul forței liniare К «c q, însă este posibilă Da 
obținerea unei soluții pe cale numerică. 
Să analizăm, cazul câmpului electric sau em amortizat. Un câmp E 
electric ce se propagă într-un conductor este supus amortizării deoarece D 
electronilor materialului, accelerafi de către acesta, li se transferă energie 
Electronii pierd energia lor prin ciocniri cu vibraţiile rețelei cristaline d 


Disiparea energiei câmpului electric este proporțională cu conductivitatea 
(9 a materialului, Acest fapt poate fi obținut direct din ecuațiile Maxwell. 
Din aceste ecuații, care includ amortizarea, se poate obține ecuația de 
_ propagare a câmpului em într-un conductor: 
(EE E genero Zo =0. 
E дг ax 
“Ecuația este scrisă pentru cazul unidimensional deoarece direcția de 
„acţiune a câmpului electric este perpendiculară la direcția de propagare. 
„Să analizăm cazul unei unde staţionare formată în spaţiul dintre 
„oglinzi , (rezonator optic). Intensitatea câmpului electric o 


et po 


adică s-a ajuns la o expresie cunoscută obținută anterior: — 
(Se consideră ecuaţia (УШ 1.39 a,b); i 


d)! iot) sm Z()- -ioW(). 


iar pentru a considera amortizarea, se adaugă termenul —k b). 
(129) Zu) - C ios - 00: 

Mărimea (1) din ecuația (1.25) descrie amplitudinea clasică, in timp ce 
b din ecuația de mai sus reprezintă un operator. Trebuie să 
e legile generale ale mecanicii 


mărimea 
analizăm dacă operatorul indeplinegt 


cuantice. 


le variabilelor cuantice 


ю 


Amortizări şi fluctuații al 
ale modurilor câmpului ёт. 


Vom analiza modul de descriere а amortizárii mărimilor cuantice. 


ficarea câmpului ет. De asemenea s-a 


s-a analizat cuanti 
clasic al radiațiilor optice 


câmpului 


scris de ecuaţia (1.26) a cărei 


minat de int 


e forma 


зе ipune relației de comutare. Se obține: 


Pentru a descrie amortizarea mărimilor cuantice se pune problema 


translării în mecanica cuantică а ecuației? (1.26) cu soluția (1.25) 
interpretând märimile b sau adjunctul (conjugatul) hermitie al acesteia 
b* drept operatori. Pentru operatorul b* se va obține о ecuație cu 
mărimile conjugate. Conform postulatelor fundamentale ale mecanicii 
cuantice, operatorii b * şi b se supun tot timpul relaţiei de comutare 
b(t)b* (r) — b* (r) b(1) = 1 (reprezentarea Heisenberg). 

Dacă ei nu s-ar supune acestei relații, şi dacă, de ex., s-ar realiza condiția 
de comutare (relația de comutare) egală cu zero pentru / — co, atunci 
operatorii D" şi b eventual comută, dar ar deveni mărimi clasice, ceeace 


ar fi în contradicţie cu mecanica cuantică. 


Trebuie să analizăm dacă relaţia (1.25) si conjugata ei hermitică 


(b»+- b*b) =(bb*— b*o) exv(- 24) 


ntul 
nger 


- seva stabili cà si forțele fluctuante F(/) sunt operatori cu pro! 


b sunt operatori, iar 50) о forță supusă fluctuafülor. De 


tob 


(к) = (e*0)-o p 
(FOF U) = FOU) =0 

(OFE) 0] " 
(OEO) =2Щп+1)тб(-!') 


Parantezele reprezintă о mediere cuanto-statistică asupra fluctuațiilor sau 


Q3) 


cu alte cuvinte, asupra variabilelor rezervorului termic. De asemenea se 


observă că funcția de corelație a mărimilor F(?) şi F*(r) depinde de 


succesiunea aplicării acestora, adică sunt operatori. Există o diferență 


ntre forțele Langevin clasice şi forțele Langevin cuantice 
á se cunoască modul 


importan 
considerate mai sus. In aplicaţii nu este necesar 
detaliat de nire a medierii, ci este necesar să se cunoască proprietăţile 
(2.4) şi proprietatea de tip gaussian enunțată mai sus 

Mărimea n reprezintă numărul de fotoni prezent la temperatura T- 
fluctuante cu proprietatea (2.4) conduc la soluția 
supune relației de comutare cuantice, Forma 
soluției ecuației (2.3) este asemănătoare cu cea a ecuaţie (1.5) şi anume 
forma (1.7). Dacă se introduce această soluție în relația de comutare 


а fortel 


) care se 
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(БЫС ЫЙЫ) si se mediază pe variabilele rezervorului termic, se obține 
rezultatul: 
(2.5) (po* -b7b)=1 
CAS: * 
Spre deosebire de rezultatul reprezentat de relația (2 2), pon кс Ыы 
şi b se supun relației de comutare, cel puțin atunci când sunt mediagii 
pe rezervorul termic, ceea ce reprezintă rezultatul dorit Я 
Dacă ве mediază Ь* sau b pe variabilele rezervorului termic, 
considerând proprietățile (2.4), se obține: 
000) = (ь' (0))exp(- kt +) 
M. (5*6) = (Ь' @))ехр( 
(ofr) = (600) exp(- kt — юг) 
adică operatorii mediati se comportă exact ca şi mărimile clasice. 
La fel cum s-a procedat pentru deducerea funcției de corelație a 
vitezelor (8), se poate forma funcţia de corelație a mărimilor b * şi b: 
Q7) 0 )) = nex[- z(e — o espfios (r— 2! 
e numărul de fotoni prezent la echilibru termic. Corelaţia 
b* şi b la momentele 7 şi /' se amortizează în timp cu 


aie a 


relația 


np cu 


Гарат 


pe aceea este de așteptat ca atomii sau mai precis, electronii 
milor să fie supuşi amortizării şi fluctuatiilor. 

“Până acum аш fost considerate două metode де а include 
amortizarea si fluctuațiile în mecanica cuantică și anume: 

(134) a) Se poate considera ecuația Heisenberg a evoluției unui 
singur modal câmpului” em (corespunzător: oscilatorul armonic). 
Termenul de amortizare, respectiv; fluctuațiile, poate fi inclus în această 
ecuaţie. Termenul de amortizare este ales astfel încât valorile, aşteptate 
ale operatorilor să se supună ecuaţiilor. clasice analoage cu termeni de 
amortizare fenomenologici. Forţele fluctuante trebuie determinate astfel 
încât să rămână valabil conținutul cuantic (relaţiile de comutare), 

b) Se pot considera ecuațiile Heisenberg ale evoluției 
sistemului total care conține- modul câmpului supus observaţiei, 
rezervorul termic precum și interacțiunea dintre cele două subsisteme. In 
acest caz se elimină variabilele rezervorului termic care conduc la 
amortizări şi fluctuații, variabile ce prezintă interes (modurile câmpului). 

In literatură sunt aplicate ambele metode la atomi şi. sisteme 
cuantice mai complexe. Prima metodă este mai simplă şi va fi prezentată 
în continuare. 


Se consideră un sistem cuantic cu două niveluri al cărui electron 


Folosind operatori de creere şi 


-1 sau j 


poate ocupa s 
à * 
anihilare de electroni pentru stările j, adică aj, respectiv а , se poate 


defini. loarea aşteptată, numărul mediu de ocupare а 
nivelului j 
Q.1) n;- jaj 


acestui atom cu mediul lui înconjurător, de ех. 


vibraţiile rețelei cristaline sau cu câmpul em al radiațiilor optice 


unea ya determin; 


Să considerăm cuplaj 


(necoerent). Interact a tranzitii între cele două niveluri şi 
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e. X., dacă considerăm 
SA ISzulial se va modifica numărul de ocupare. De » стене. со Й 
nivelul j= 2, humărui de ocupare al acestuia va 
infe cel erior şi уа 
datorită tranziţiei forțate de pe nivelul inferior pe cel xs MA 
caz rata А 
descrește datorită procesului invers, In fiecare caz і, 


i ăi i ială „уай 
proporțională cu numărul de ocupare inițială a nivelului 


dn; 
3, —— = 
(3.2) E: 


2101- Wizn5 


in cele două niveluri 


Deoarece electronul trebuie să se afle pe unul d 
(chiar dacă se Consideră superpoziții ale stărilor în 
într-un mod statistic între 
de ocupare, el Mebuie să se găsească pe unul din cele dou 
atomice) trebuie să existe relația 

nj*n,-] 


care electronul "sare" 


cele două niveluri, când se determină numărul 
ă niveluri 


Pe această bază, e 
descrisă de Scuația diferenţială 


(6710), = ^t). 


d | > 
“йўк =C ioo yt) 
unde indicile semnifică faptul că medierea se realizează după a 
rezervorului termic. +47 
Se urmăreşte calea parcursă anterior pentru operatorii Bose D^ şi 


este 
b. Se translează ecuaţiile pentru valoarea așteptată în acelea pentru 
operatorii b si b. Conţinutul cuantic al relațiilor poate fi păstrat numai 
dacă sunt considerate forțe fluctuante corespunzătoare. Parcurgând calea 
ate fi menționată se ajunge la ecuațiile 
d + 
ug (3.7) — aza = Waaja- Wipaiaz+ 
poate а! 
d + + © 
G.8) aratau = -Waata Wi;a222-- (7) 
i 
d У бейей 
(3.9) 21229 = (i031 —121)a221* Г, (1) 
dt 
d + + 
(8.10) qaa = Cien- 11 )afa2 * D(t) 
mea di 
(ori t Pentru a reveni de la ecuaţiile (3.7 - 3.10) la (3.1), (3.3), (3.6), 
йы e p= să se impună condiția: 
Кы 6n) (7.0) =0 
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Să analizăm semnificaţia medierii (a parantezelor). Anterior au 


fost obținute forțele fluctuante corespunzătoare pentru operatorii Bose 
bř si b şi s-a stabilit că forțele fluctuante depind de variabilele 


rezervorului termic. Din această cauză se poate presupune că medier 


realizează asupra variabilelor rezervorului termic, iar valoarea a: 
se consideră față de funcția de undă Y a operatorilor "atomici" 
Se pune problema determinării funcţiei de corelație Г dintre 
forțele fluctuante. Considerăm că rezervorul termic contine un spectru 
larg de frecvențe, deci se poate presupune că funcția de corelație Г se 
exprimă printr-o functionalà-5 
(3.12) (rac (im (17) = бшш 86-10) 
Aceasta poate fi justificată printr-o deducere explicită a forțelor 
fluctuante. Pentru moment în modelul considerat se introduce ca o 
ipoteză. 
Să formulăm conţinutul cuantic al acestor relaţii. S-ar părea că 
este necesar să se respecte relațiile de comutare Fermi. 
ajaytayay бА. ajaptaya) =0, аак+ака;=0 
Dar în ecuaţiile (3.7 - 3.10) apar produse ale operatorilor de creere şi 
anihilare (de electroni). De aceea este necesar să se introducă o relație 
cuantică corespunzătoare pentru aceste produse: i 
(3.13) (а. аја. 


Aceste produse au următoarea proprietate. Dacă se aplică, de ex. ajag 
ia, 


e stări de forma | 


ак 


e la 


inci 


ылышы rente. un sistem atomic cu două: niveluri 
energetice este următorul. Pentru relaţiile (3.8 = 3.10) зве ойде: сз о 


G6). бу = Won tWygn . — 

Q.17) Gi = 7 Wan Мово = бурур ош tent 
6.18) Соз; = Wion; + Way пш) Daci 
619) 920 = Gun =0 и пу | 
(3:20) булэ = ово опу (yio rau) ^ 

(821) бәү = Мт Won; (n2 +51) 02 К 


Tn aceste relații se pot introduce soluţiile ecuaţiilor mediate (3.2), (3.3) şi 
(3.6), deoarece în general пу şi n» sunt funcţii dependente de timp. Dacă 
se analizează cazul stărilor staționare, atunci: 


(3.22) dm _ dn; 
dt dt 


Şi folosind (3.2) şi (3.3), relațiile (3.20), (3.21) pot fi simplificate: 
(үз *12)m 72ym, 
2 = (Yi + Y2)) n2 = 2y na, 
unde s-a considerat Yip 23 


=0 


La fel în relaţiile (3.16 - 3.18), se poate exprima n; funcţie de nz şi 
invers, 
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